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不确定随机奇异时变时滞马尔可夫跳变系统
的有限时间保性能 Ｈ∞控制

徐　 放，王天成

（鲁东大学　 数学与统计科学学院，山东 烟台 ２６４０３９）

摘要：本文针对一类带有马尔可夫切换模式的不确定随机奇异时变时滞系统，提出了系统解的正则无脉冲条

件，通过构造随机 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ 泛函，应用广义 Ｉｔô 公式、Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ 逆公式、Ｄｕｎｋｉｎ 公式以及

Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，以严格线性矩阵不等式的形式获得了使闭环系统有限时间鲁棒随机有界的充分条件，
同时设计了有限时间保性能 Ｈ∞ 控制器。 最后，通过数值算例验证了设计方案的有效性。
关键词：有限时间保性能 Ｈ∞ 控制；随机奇异系统；马尔可夫跳变系统；时变时滞；线性矩阵不等式
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　 　 时滞现象［１］广泛存在于工程领域，它往往导致系统性能下降甚至不稳定。 近年来，时滞系统的分

析与综合已成为国际控制领域的研究热点［２—５］。 与正则系统相比，奇异系统［６—８］描述范围更广，广泛应

用于电力、航空航天、生物化学等领域［９—１１］，其系统模型常分解为动力学子系统和代数子系统。 实际工

程中，模型不确定性和随机干扰对系统性能的影响很大，研究不确定模型对于提高模型精度、改进控制

策略以及优化控制设计具有重要意义［１２—１４］。 而随机干扰则主要包括系统测量噪声及过程误差，其变化

规律往往具有很强的统计特性，对这些特性应用随机理论进行分析与设计能够实现控制目标，由此衍生

出的随机控制已成为近几年的研究热点［１５—１７］。
马尔可夫跳变系统（ｍａｒｋｏｖ ｊｕｍｐ ｓｙｓｔｅｍｓ，ＭＪＳｓ） ［１８］是一类特殊的随机切换系统，其模型包含多个子

系统，各子系统之间随时间的切换规律满足在有限集内取值的马尔可夫链。 ＭＪＳｓ 主要解决动态系统外

部环境突变、子系统间连接变化、工作点漂移等随机现象，在机器人、物理以及经济领域应用广泛［１９—２１］。
文献［２２］首次研究了奇异 ＭＪＳｓ，给出了基于线性矩阵不等式（ｌｉｎｅａｒ ｍａｔｒｉｘ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ，ＬＭＩ）的充分条件；
文献［２３］进一步推广得到严格的 ＬＭＩ 条件，文献［２４—２５］主要研究随机奇异 ＭＪＳｓ 的稳定性问题。

在鲁棒控制中，最优保性能控制和鲁棒 Ｈ∞ 控制是两种重要控制策略。 最优保性能控制将系统的

稳定性和最优控制性能放在同一框架中进行研究，所设计的控制器不仅使得系统鲁棒稳定，还能保持最

优性能水平，降低了系统的运行和维护成本［２６—２８］。 鲁棒 Ｈ∞ 控制的设计目标是最大化系统的 Ｈ∞ 范数，
即将系统灵敏度函数的最大值最小化，使得系统对于各种不确定性和扰动具有稳定性且保持良好的性

能［２９—３１］。 近年来，文献［３２］将两种控制策略结合起来进行研究，这种设计思路的优势在于兼顾系统性

能水平与抗干扰能力。
Ｌｙａｐｏｎｕｖ 渐近稳定性主要描述系统在无限区间上的稳态特性，而在实际工程中，要求控制系统在

有限时间内收敛到稳态［３３—３４］。 文献［３５］讨论了齐次随机非线性系统的有限时间控制问题，文献［３６］
突破了微分算子的限制，提出更一般的有限时间稳定准则。 目前，关于不确定随机奇异时变时滞 ＭＪＳｓ
的有限时间稳定性的研究较少，主要原因在于：模型高度非线性，须兼顾系统所有特性并考虑新情况的

适用性；系统内部结构复杂，不容易研究解的正则无脉冲性；系统稳定性及有界性难以证明，且所得结论

难以线性化。
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基于以上研究成果，本文将有限时间的保性能控制与鲁棒 Ｈ∞ 控制结合，证明了闭环系统解的正则

无脉冲性，利用广义 Ｉｔô 公式、Ｄｕｎｋｉｎ 公式以及 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，得到了使闭环系统有限时间鲁棒

随机有界的充分条件，并设计具有 Ｈ∞ 性能指标 γ 和使性能函数存在正上界的控制器。 此外，应用

Ｍｏｏｒｅ⁃Ｐｅｎｒｏｓｅ（Ｍ－Ｐ）逆公式以及矩阵的满秩分解定理，解决了随机 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ（Ｌ－Ｋ）泛函无穷

小算子梅森项的线性化问题。
记号说明： Ｅ 为期望算子，Ｌ 为无穷小算子，Ｓｎ

＋ 表示 ｎ × ｎ维实值对称正定矩阵集，Ｓｎ 表示 ｎ × ｎ维实

值对称矩阵集，Ｘ＋ 表示Ｘ的Ｍ －Ｐ逆（Ｘ ＝ ＸＸ＋ Ｘ），ｓｙｍ Ｘ{ } ＝ Ｘ ＋ＸＴ，ｃｏｌ Ｘ{ } 表示矩阵Ｘ的列向量，ｔｒ Ｘ{ } 表

示矩阵 Ｘ 的迹，λｍａｘ Ｘ( ) λｍｉｎ Ｘ( )( ) 为矩阵 Ｘ 的最大（最小）特征值。

１　 问题描述

考虑如下一类不确定随机奇异时变时滞 ＭＪＳｓ：
Ｅｄｘ（ ｔ） ＝ Ａ（ ｒｔ） ＋ ΔＡ（ ｒｔ，ｔ）( ) ｘ（ ｔ） ＋ Ａｈ（ ｒｔ） ＋ ΔＡｈ（ ｒｔ，ｔ）( ) ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ））[ ＋
　 Ｂｕ（ ｒｔ） ＋ ΔＢｕ（ ｒｔ，ｔ）( ) ｕ（ ｔ） ＋ Ｂｖ（ ｒｔ）ｖ（ ｔ） ] ｄｔ ＋ Ｂｗ（ ｒｔ）ｘ（ ｔ）ｄｗ（ ｔ），
ｚ（ ｔ） ＝ Ｃ（ ｒｔ）ｘ（ ｔ） ＋ Ｃｈ（ ｒｔ）ｘ（ ｔ － ｈ（ ｔ）） ＋ Ｃｕ（ ｒｔ）ｕ（ ｔ） ＋ Ｃｖ（ ｒｔ）ｖ（ ｔ），
ｘ（ ｔ） ＝ φ（ ｔ），ｔ ∈ － ｈ（ ｔ），０[ ] ，

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（１）

其中： ｘ（ ｔ） ∈Ｒｎ， ｕ（ ｔ） ∈Ｒｍ，ｚ（ ｔ） ∈Ｒｑ 分别为系统状态、控制输入、被调输出；ｖ（ ｔ） ∈Ｒｐ 是外部扰动，
且满足

∫Ｔｆ
０
ｅ －δｔｖＴ（ ｔ）ｖ（ ｔ）ｄｔ ≤ ｓ２， ｓ ≥ ０， （２）

Ｅ，Ａ（ ｒｔ）， Ａｈ（ ｒｔ）， Ｂｕ（ ｒｔ），Ｂｖ（ ｒｔ），Ｂｗ（ ｒｔ），Ｃ（ ｒｔ），Ｃｈ（ ｒｔ），Ｃｕ（ ｒｔ），Ｃｖ（ ｒｔ） 为已知的具有适当维数的实矩

阵，ｒａｎｋ（Ｅ） ＝ ｒ ≤ ｎ；ΔＡ（ ｒｔ，ｔ），ΔＡｈ（ ｒｔ，ｔ），ΔＢｕ（ ｒｔ，ｔ） 表示范数有界的不确定参数矩阵，且有如下结构

ΔＡ（ ｒｔ，ｔ） ΔＡｈ（ ｒｔ，ｔ） ΔＢｕ（ ｒｔ，ｔ）[ ] ＝ Ｈ（ ｒｔ）Ｆ（ ｒｔ，ｔ） Ｍａ（ ｒｔ） Ｍｈ（ ｒｔ） Ｍｕ（ ｒｔ）[ ] ， （３）
Ｈ（ ｒｔ），Ｍａ（ ｒｔ），Ｍｈ（ ｒｔ），Ｍｕ（ ｒｔ） 为已知的具有适当维数的实矩阵，Ｆ（ ｒｔ，ｔ） 表示具有 Ｌｅｂｅｓｇｕｅ 可测元的

未知函数矩阵，满足 ＦＴ（ ｒｔ，ｔ）Ｆ（ ｒｔ，ｔ） ≤ Ｉ；ｗ（ ｔ） 是定义在完备概率空间 Ω，Ｆ，Ｐ( ) 上的一维标准布朗运

动，适应于事件域 Ｆｔ{ } ｔ≥０，假设 ｄｗ（ ｔ） 和 ｘ（ ｔ） 是线性独立的，约定如下乘法表［１５］

ｄｔｄｔ ＝ ｄｔｄｗ（ ｔ） ＝ ｄｗ（ ｔ）ｄｔ ＝ ０，Ｅ ｄｗ（ ｔ）{ } ＝ ０，Ｅ ｄｗ（ ｔ）ｄｗＴ（ ｔ）{ } ＝ Ｉｄｔ，
ｈ（ ｔ） 为时变时滞，满足０≤ ｈ（ ｔ） ≤ ｄ， ０≤ �ｈ（ ｔ） ≤ μ ＜ １，ｄ和 μ为正标量，为简便将 ｈ（ ｔ） 记为 ｈ；φ（ ｔ） ∈
Ｃ［ － ｈ，０］ 为相容的连续向量值初值函数； ｒｔ{ } 表示右连续且独立于 ｗ（ ｔ） 的马尔可夫切换过程，在有限

集 Ｎ ＝ １，２，…，Ｎ{ } 内取值，转移概率表示为

Ｐ ｒｔ ＋δ ＝ ｊ｜ ｒｔ ＝ ｉ{ } ＝
πｉｊδ ＋ ｏ（δ）， ｉ ≠ ｊ，

１ ＋ πｉｉ ＋ ｏ（δ）， ｉ ＝ ｊ，{
这里 δ ＞ ０，ｌｉｍ

δ→∞

ｏ（δ）
δ

＝ ０，π ｉｊ ＞ ０（ ｉ≠ ｊ） 表示从 ｔ时刻模式 ｉ到 ｔ ＋ δ 时刻模式 ｊ的转移概率，满足π ｉｉ ＝ －

∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
π ｉｊ，Π ＝ π ｉｊ[ ] Ｎ×Ｎ 为转移概率矩阵。 为简便，在下面的讨论中，令 ｉ ＝ （ ｒｔ） ∈Ｎ，例如矩阵Ａ（ ｒｔ） 可表

示为 Ａｉ。

对系统（１） 定义性能函数 Ｊｉ ＝ Ｅ∫Ｔｆ
０

ｘＴ（ ｔ）Ｓｉｘ（ ｔ） ＋ ｕＴ（ ｔ）Ｒｉｕ（ ｔ）[ ] ｄｔ，Ｓｉ 和 Ｒｉ 为给定的正定加权矩

阵。 本文采用状态反馈控制

ｕ（ ｔ） ＝ Ｋｉｘ（ ｔ），Ｋｉ ∈ Ｒｍ×ｎ， （４）
其中 Ｋｉ 为待设计的控制器增益，将根据系统模式同步切换。 将控制器（４）代入系统（１），得到闭环系

统为
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Ｅｄｘ ＝ �Ａｋｉｘ ＋ �Ａｈｉｘｈ ＋ Ｂｖｉｖ( ) ｄｔ ＋ Ｂｗｉｘｄｗ， （５）
其中 �Ａｋｉ ＝�Ａｉ ＋�ＢｕｉＫｉ， �Ａｉ ＝Ａｉ ＋ ΔＡｉ（ ｔ），�Ａｈｉ ＝Ａｈｉ ＋ ΔＡｈｉ（ ｔ），�Ｂｕｉ ＝Ｂｕｉ ＋ ΔＢｕｉ（ ｔ），ｘｈ ＝ ｘ（ ｔ － ｈ）。 令 ｆｉ ＝�Ａｋｉｘ
＋ �Ａｈｉｘｈ ＋ Ｂｖｉｖ，ｇｉ ＝ Ｂｗｉｘ，则闭环系统（５） 变为 Ｅｄｘ ＝ ｆｉｄｔ ＋ ｇｉｄｗ，可将其看作是广义 Ｉｔô 积分 Ｅｘ（ ｔ） ＝

Ｅｘ（ ｔ０） ＋ ∫ｔ
ｔ０
ｆｉｄｓ ＋ ∫ｔ

ｔ０
ｇｉｄｗ（ ｓ） 的微分形式。

假设 １［２５］ 　 对任意 ｉ ∈ Ｎ，ｒａｎｋ（［Ｅ Ｂｗｉ］） ＝ ｒａｎｋ（Ｅ） ＝ ｒ ≤ ｎ。
如果假设 １ 成立，根据奇异值分解定理，存在可逆矩阵 Ｌ１ 和 Ｌ２， 使得系统（５）的参数矩阵有如下

分解：

�Ｅ ＝ Ｌ１ＥＬ２ ＝
Ｉｒ ０
０ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，�Ａｋｉ ＝ Ｌ１

�ＡｋｉＬ２ ＝
Ａｉ１ Ａｉ２

Ａｉ３ Ａｉ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，�Ａｈｉ ＝ Ｌ１

�ＡｈｉＬ２ ＝
Ａｈｉ１ Ａｈｉ２

Ａｈｉ３ Ａｈｉ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

�Ｂｖｉ ＝ Ｌ１Ｂｖｉ ＝
Ｂｖｉ１

Ｂｖｉ２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，�Ｂｗｉ ＝ Ｌ１ＢｗｉＬ２ ＝

Ｂｗｉ１ Ｂｗｉ２

０ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。

　 　 定义 １［３４］ 　 对任意 ｉ ∈ Ｎ，在有限时间间隔 ０，Ｔｆ[ ] 内，若
１） ｄｅｔ ｓＥ － �Ａｋｉ( ) 不恒等于 ０，则称矩阵对 Ｅ，�Ａｋｉ( ) 是正则的；
２） ｄｅｇ ｄｅｔ ｓＥ － �Ａｋｉ( )( ) ＝ ｒａｎｋ（Ｅ），则称矩阵对 Ｅ，�Ａｋｉ( ) 是无脉冲的。
定义 ２　 对系统（５） 的任意 ｉ∈Ｎ，在有限时间间隔 ０，Ｔｆ[ ] 内，当 ｖ（ ｔ） ＝ ０时，如果存在标量 Ｔｆ ＞ ０，

ｃ２ ＞ ｃ１ ＞ ０，矩阵Ｇｉ ＞ ０，使得矩阵对 Ｅ，�Ａｋｉ( ) （ｈ ＞ ０） 和 Ｅ，�Ａｋｉ ＋ �Ａｈｉ( ) （ｈ ＝ ０） 是正则无脉冲的，且满足

Ｅ ｓｕｐ
－ｈ≤θ≤０

ｘＴ（θ）ＥＴＧｉＥｘ（θ）( ){ } ≤ ｃ２１⇒Ｅ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＧｉＥｘ（ ｔ）{ } ≤ ｃ２２，称系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，Ｇｉ( ) 是有限时

间鲁棒随机稳定的。
定义 ３［３４］ 　 对系统（５） 的任意 ｉ∈Ｎ，在有限时间间隔 ０，Ｔｆ[ ] 内，当不等式（２） 满足时，如果存在标

量 Ｔｆ ＞ ０，ｃ２ ＞ ｃ１ ＞ ０，矩阵Ｇｉ ＞ ０，使得矩阵对 Ｅ，�Ａｋｉ( ) （ｈ ＞ ０） 和 Ｅ，�Ａｋｉ ＋ �Ａｈｉ( ) （ｈ ＝ ０） 是正则无脉冲

的，同时满足定义 ２，称系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ( ) 是有限时间鲁棒随机有界的。
定义 ４［３４］ 　 如果系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ( ) 是有限时间鲁棒随机有界的，且在零初始条件下，被

调输出 ｚ（ ｔ） 满足 Ｅ∫Ｔｆ
０
ｚＴ（ ｔ）ｚ（ ｔ）ｄｔ＜γ ２Ｅ∫Ｔｆ

０
ｖＴ（ ｔ）ｖ（ ｔ）ｄｔ， ｔ∈ ０，Ｔｆ[ ] ，则称系统（５） 关于（ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ，γ）

是有限时间鲁棒随机有界的，并且具有 Ｈ∞ 性能 γ。
定义５　 如果系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ，γ( ) 是有限时间鲁棒随机有界的，并且具有Ｈ∞ 性能γ，同

时性能指标 Ｊｉ 存在上界 Ｊ∗
ｉ ＞ ０，若设计控制器 ｕ（ ｔ） 使得 Ｊｉ ≤ Ｊ∗

ｉ ，称 ｕ（ ｔ） 为有限时间保性能 Ｈ∞ 控

制器。

２　 主要结果

２．１　 相关引理准备

引理 １［２５］ 　 对于带有马尔可夫切换过程的非线性随机微分方程

ｄｘ（ ｔ） ＝ ｆ ｔ，ｘ（ ｔ），ｒｔ( ) ｄｔ ＋ ｇ ｔ，ｘ（ ｔ），ｒｔ( ) ｄｗ（ ｔ），
其中 ｆ：Ｒｎ × Ｒ ＋ × Ｎ→Ｒｎ，ｇ：Ｒｎ × Ｒ ＋ × Ｎ→Ｒｎ， ｔ≥０。 令Ｖ ｔ，ｘ，ｉ( ) ∈Ｃ２，１ Ｒｎ × Ｒ ＋ × Ｎ；Ｒ ＋( ) ，则其沿方

程的微分为：

ｄＶ ｔ，ｘ，ｉ( ) ＝ Ｖｔ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｄｔ ＋ Ｖｘ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｄｘ ＋ １
２
ｄｘＴＶｘｘ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｄｘ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
πｉｊＶ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｄｔ ＝

ＬＶ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｄｔ ＋ Ｖｘ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｇ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｄｗ，
这里无穷小算子 ＬＶ ｔ，ｘ，ｉ( ) 定义为：
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ＬＶ ｔ，ｘ，ｉ( ) ＝ Ｖｔ ｔ，ｘ，ｉ( ) ＋ Ｖｘ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｆ ｔ，ｘ，ｉ( ) ＋ １
２
ｔｒ ｇＴ ｔ，ｘ，ｉ( ) Ｖｘｘ ｔ，ｘ，ｉ( ) ｇ ｔ，ｘ，ｉ( ){ } ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
πｉｊＶ ｔ，ｘ，ｉ( ) 。

　 　 引理 ２［３７］ 　 对于系统（５）的任意 ｉ∈ Ｎ，存在矩阵 Ｚ ∈ Ｓｎ
＋，矩阵 Ｎａｉ，Ｎｈｉ ∈ Ｒｎ×ｎ， 使得下列矩阵不等

式成立：

－ ∫ｔ
ｔ －ｄ
ｆＴｉ Ｚｆｉｄｓ ≤ ξＴ ｓｙｍ ＮＴ

ｉ Π{ } ＋ ｄＮＴ
ｉ Ｚ

－１Ｎｉ( ) ξ，

其中： Ｎｉ ＝ Ｎａｉ Ｎｈｉ[ ] ， Π ＝ Ｅ － Ｅ[ ] ，ξ ＝ ξ（ ｔ） ＝ ｃｏｌ ｘ，ｘｈ{ } 。
引理３［１２］ 　 矩阵Σ， Ｈ，Ｌ具有适当的维数，且Σ 为对称矩阵，矩阵Ｆ（ ｔ） 满足ＦＴ（ ｔ）Ｆ（ ｔ） ≤ Ｉ，那么Σ

＋ ＨＦＴ（ ｔ）Ｌ ＋ ＬＴＦ（ ｔ）ＨＴ ＜ ０，当且仅当存在标量 ε ＞ ０，使得 Σ ＋ εＬＴＬ ＋ ε －１ＨＨＴ ＜ ０。
引理 ４［３８］ 　 给定矩阵 Ｓ ＞ ０，以及具有适当维数的矩阵 Ｌ，有 － ＬＴＳ －１Ｌ ≤ Ｓ － ＬＴ － Ｌ。
引理 ５［１０］ 　 对矩阵 Ｅ∈ Ｒｎ×ｎ 进行满秩分解，有 Ｅ ＝ ＥｌＥＴ

ｒ ，这里 ｒａｎｋ Ｅ( ) ＝ ｒａｎｋ Ｅｌ( ) ＝ ｒａｎｋ Ｅｒ( ) ＝ ｒ，
则存在矩阵Ｐ∈ Ｓｎ， Θ∈Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ），使得ＥＴ

ｌ ＰＥｌ ＞ ０，同时有 ＰＥ ＋ ΓＴΘΛＴ( ) －１ ＝ �ＰＥＴ ＋ Λ�ΘΓ，其中�Ｐ∈
Ｓｎ，ＥＴ

ｒ
�ＰＥｒ ＝ ＥＴ

ｌ ＰＴＥｌ( ) －１，�Θ ＝ ΛＴΛ( ) －１Θ－１ ΓΓＴ( ) －１，ΓＥ ＝ ０，ＥΛ ＝ ０。

２．２　 有限时间鲁棒随机有界性分析

本节将给出系统解的正则无脉冲条件，应用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论以及随机微分方程理论，重点分

析闭环系统（５） 的有限时间鲁棒随机有界性。
定理 １　 对任意 ｉ∈ Ｎ，给定正标量 δ 和 ｓ，如果存在矩阵 Ｐ ｉ，Ｑ，Ｚ，Ｇｉ ∈ Ｓｎ

＋，矩阵 Ｔ ｉ ∈ Ｓｐ
＋，矩阵 Ｎａｉ，

Ｎｈｉ ∈Ｒｎ×ｎ，可逆矩阵Φｉ ∈Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ），使得下列矩阵不等式成立，则系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ( ) 是有

限时间鲁棒随机有界的，其中：

Ψ１ｉ ＝ ｓｙｍ �ΩＴ
ｉ
�Ａｃｉ ＋ �ＮＴ

ｉ
�Π ＋ １

２
πｉｉ － δ( ) �ΩＴ

ｉ Ｅｅ１{ } ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
πｉｊｅＴ

１ＥＴＰ ｊＥｅ１ ＋

ｅＴ
１ＢＴ

ｗｉ（Ｅ
＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ

＋ Ｂｗｉｅ１ ＋ �Ｑμ ＋ ｄ �ＡＴ
ｃｉＺ �Ａｃｉ ＋ ｄ �ＮＴ

ｉ Ｚ
－１ �Ｎｉ － ｅＴ

３Ｔ ｉｅ３ ＜ ０， （６）
ｌ１ｃ２１ ＋ β１ ＋ β２ ＋ ｌ２ｓ２ ≤ ｅ －δＴｆ ｌ３ｃ２２， （７）

�Ωｉ ＝ Ωｉｅ１，Ωｉ ＝ Ｐ ｉＥ ＋ ΓＴΦｉΛＴ，ΓＥ ＝ ０，ＥΛ ＝ ０，
�Ａｃｉ ＝ �Ａｋｉｅ１ ＋ �Ａｈｉｅ２ ＋ Ｂｖｉｅ３，�Ａｋｉ ＝ �Ａｉ ＋ �ＢｕｉＫｉ， �Ｑμ ＝ ｅＴ

１Ｑｅ１－ （１－ μ）ｅＴ
２Ｑｅ２，

�Ｎｉ ＝ Ｎａｉｅ１ ＋ Ｎｈｉｅ２， �Π ＝ Ｅ ｅ１ － ｅ２( ) ， �Ｐ ｉ ＝ Ｇ － １
２

ｉ Ｐ ｉＧ
－ １

２
ｉ ， �Ｔ ｉ ＝ Ｇ － １

２
ｉ Ｔ ｉＧ

－ １
２

ｉ ，
ｅ１ ＝ Ｉｎ ０ｎ×ｎ ０ｎ×ｎ[ ] ，ｅ２ ＝ ０ｎ×ｎ Ｉｎ ０ｎ×ｎ[ ] ，ｅ３ ＝ ０ｐ×ｎ ０ｐ×ｎ Ｉｐ[ ] ，

ｌ１ ＝ ｓｕｐ
ｉ∈Ｎ

λｍａｘ
�Ｐ ｉ( )( ) ，ｌ２ ＝ ｓｕｐ

ｉ∈Ｎ
λｍａｘ

�Ｔ ｉ( )( ) ，ｌ３ ＝ ｉｎｆ
ｉ∈Ｎ

λｍｉｎ
�Ｐ ｉ( )( ) ，

∫０
－ｄ
ｅ －δｓｘＴ（ ｓ）Ｑｘ（ ｓ）ｄｓ ＝ β１，∫０

－ｄ
∫０
θ
ｅ －δｓ �ｘＴ（ ｓ）ＥＴＺＥ�ｘ（ ｓ）ｄｓｄθ ＝ β２。

　 　 证明　 首先证明矩阵对 Ｅ，�Ａｋｉ( ) 和 Ｅ，�Ａｋｉ ＋ �Ａｈｉ( ) 对任意 ｉ ∈ Ｎ 是正则无脉冲的。 由假设 １，令

�Ｐ ｉ ＝ Ｌ －１
１( ) ＴＰ ｉＬ

－１
１ ＝

Ｐ ｉ１ Ｐ ｉ２

Ｐ ｉ３ Ｐ ｉ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，�Φｉ ＝ Ｈ －１

２( ) ＴΦｉ Ｈ －１
１( ) Ｔ，�Γ ＝ Ｈ２ΓＬ

－１
１ ＝ ０（ｎ－ｒ） ×ｒ Ｉｎ－ｒ[ ] ，

�Λ ＝ ＬＴ
２ΛＨ１ ＝

０ｒ×（ｎ－ｒ）

Ｉｎ－ｒ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，�Ｎａｉ ＝ Ｌ －１

１( ) ＴＮａｉＬ２ ＝
Ｎａｉ１ Ｎａｉ２

Ｎａｉ３ Ｎａｉ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
， �Ｎｈｉ ＝ Ｌ －１

１( ) ＴＮｈｉＬ２ ＝
Ｎｈｉ１ Ｎｈｉ２

Ｎｈｉ３ Ｎｈｉ４

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。

由 Ｐ ｉ ＞ ０，Ｚ ＞ ０， 根据矩阵不等式（６），可得

ｓｙｍ �ΩＴ
ｉ
�Ａｃｉ ＋ �ＮＴ

ｉ
�Π ＋ １

２
πｉｉ － δ( ) �ΩＴ

ｉ Ｅｅ１{ } ＋ �Ｑμ ＜ ０。 （８）

对不等式（８）左右两边分别乘以 ＬＴ
２ ０ｎ×ｎ ０ｎ×ｐ[ ] 及其转置，得到

ｓｙｍ �ＥＴ�Ｐ ｉ
�Ａｋｉ ＋ �Λ�ΦＴ

ｉ
�Γ�Ａｋｉ ＋ �ＮＴ

ａｉ
�Ｅ{ } ＋ πｉｉ － δ( ) �ＥＴ�Ｐ ｉ

�Ｅ ＋ ＬＴ
２ＱＬ２ ＜ ０，
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由 Ｑ ＞ ０，可得 ｓｙｍ �ＥＴ�Ｐ ｉ
�Ａｋｉ ＋ �Λ�ΦＴ

ｉ
�Γ�Ａｋｉ ＋ �ＮＴ

ａｉ
�Ｅ{ } ＋ （π ｉｉ － δ）�ＥＴ�Ｐ ｉ

�Ｅ ＜ ０，即 ｓｙｍ �ΦＴ
ｉ Ａｉ４{ } ＜ ０，根据文献

［７］ 的引理 ２．４ 知，Ａｉ４ 非奇异，进一步得出矩阵对 Ｅ，�Ａｋｉ( ) 是正则无脉冲的。
类似地，对不等式（８） 左右两边分别乘以 ＬＴ

２ ＬＴ
２ ０ｎ×ｐ[ ] 及其转置，可得

ｓｙｍ �ＥＴ�Ｐ ｉ
�Ａｋｉ ＋ �Λ�ΦＴ

ｉ
�Γ�Ａｋｉ ＋ �ＥＴ�Ｐ ｉ

�Ａｈｉ ＋ �Λ�ΦＴ
ｉ
�Γ�Ａｈｉ{ } ＋ （πｉｉ － δ）�ＥＴ�Ｐ ｉ

�Ｅ ＋ μＬＴ
２ＱＬ２ ＜ ０，（０ ≤ μ ＜ １）

进而可得 ｓｙｍ �ΦＴ
ｉ （Ａｉ４ ＋ Ａｈｉ４）{ } ＜ ０，即矩阵对 Ｅ，�Ａｋｉ ＋ �Ａｈｉ( ) 是正则无脉冲的。

下面讨论系统（５）是有限时间鲁棒随机有界的。 构造 Ｌ－Ｋ 泛函为

Ｖ ｔ，ｘτ，ｉ( ) ＝ Ｖ１ ｘτ，ｉ( ) ＋ Ｖ２ ｔ，ｘτ( ) ＋ Ｖ３ ｔ， �ｘτ( ) ， Ｖ１ ｘτ，ｉ( ) ＝ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＰ ｉＥｘ（ ｔ），

Ｖ２ ｔ，ｘτ( ) ＝ ∫ｔ
ｔ －ｈ

ｅδ（ ｔ －ｓ）ｘＴ（ ｓ）Ｑｘ（ ｓ）ｄｓ， Ｖ３ ｔ， �ｘτ( ) ＝ ∫ｔ
ｔ －ｄ
∫ｔ
θ
ｅδ（ ｔ －ｓ） Ｅ�ｘ（ ｓ）( ) ＴＺ Ｅ�ｘ（ ｓ）( ) ｄｓｄθ。

由 Ｌ－Ｋ 泛函的构造，可知 Ｖ ∈ Ｃ１，２ ［ － ｈ，０］ × Ｒｎ × Ｎ( ) ，根据引理 １ 以及 ｗ（ ｔ） 的性质，有

Ｅ ｄＶ１{ } ＝ Ｅ
∂Ｖ１

∂ｘ
ｄｘ{ } ＋ １

２
Ｅ ｄｘＴ ∂２Ｖ１

∂ｘ２ ｄｘ{ } ＝

２Ｅ ｘＴＥＴＰ ｉＥｄｘ{ } ＋ Ｅ ｄｘＴＥＴ（Ｅ ＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ
＋ Ｅｄｘ{ } ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
πｉｊＥＴＰ ｊＥｄｔ ＝

２ｘＴＥＴＰ ｉｆｉｄｔ ＋ Ｅ ｔｒ ｇＴ
ｉ （Ｅ

＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ
＋ｇｉｄｗｄｗＴ( ){ } ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
πｉｊＥＴＰ ｊＥｄｔ ＝

２ｘＴＥＴＰ ｉｆｉ ＋ ｇＴ
ｉ （Ｅ

＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ
＋ｇｉ ＋ ∑

Ｎ

ｊ ＝ １
πｉｊＥＴＰ ｊＥ[ ] ｄｔ ＝ ＬＶ１ｄｔ，

Ｅ ｄＶ２{ } ＝ Ｅ
∂Ｖ２

∂ｔ
ｄｔ{ } ＝ δＶ２ ＋ ｘＴＱｘ － ｅδｈ（１ － �ｈ）ｘＴ

ｈＱｘｈ[ ] ｄｔ ＝ δＶ２ ＋ ＬＶ２ｄｔ，

Ｅ ｄＶ３{ } ＝ Ｅ
∂Ｖ３

∂ｔ
ｄｔ{ } ＝ δＶ３ ＋ ｄｆＴｉ Ｚｆｉ － ∫ｔ

ｔ －ｄ
ｅδ（ ｔ －ｓ） ｆＴｉ Ｚｆｉｄｓ( ) ｄｔ ＝ δＶ３ ＋ ＬＶ３ｄｔ。

由 ΓＥ ＝ ０， 进行如下构造：
Ｅ ｄＶ４ ｘτ，ｉ( ){ } ＝ Ｅ ２ｘＴΛΦＴ

ｉ ΓＥｄｘ{ } ＋ πｉｉｘＴＥＴΓＴΦｉΛＴｘｄｔ － δｘＴＥＴΓＴΦｉΛＴｘｄｔ ＝
２ｘＴΛΦＴ

ｉ Γｆｉ ＋ πｉｉｘＴＥＴΓＴΦｉΛＴｘ － δｘＴＥＴΓＴΦｉΛＴｘ( ) ｄｔ ＝ ＬＶ４ｄｔ ＝ ０。
　 　 综上，根据引理 ２，得到

ＬＶ ＝ ＬＶ１ ＋ ＬＶ２ ＋ ＬＶ３ ＋ ＬＶ４ ＝

δＶ ＋ ２ｘＴΩＴ
ｉ ｆｉ ＋ ｇＴ

ｉ （Ｅ
＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ

＋ｇｉ ＋ ｘＴ πｉｉ － δ( ) ＥＴΩｉ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
πｉｊＥＴＰ ｊＥ[ ] ｘ ＋

ｘＴＱｘ － ｅδｈ（１ － �ｈ）ｘＴ
ｈＱｘｈ ＋ ｄｆＴｉ Ｚｆｉ － ∫ｔ

ｔ －ｄ
ｅδ（ ｔ －ｓ） ｆＴｉ Ｚｆｉｄｓ ＜

δＶ ＋ ２ｘＴΩＴ
ｉ ｆｉ ＋ ｇＴ

ｉ （Ｅ
＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ

＋ｇｉ ＋ ｘＴ πｉｉ － δ( ) ＥＴΩｉ ＋ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
πｉｊＥＴＰ ｊＥ[ ] ｘ ＋

ｘＴＱｘ － （１ － μ）ｘＴ
ｈＱｘｈ ＋ ｄｆＴｉ Ｚｆｉ ＋ ξＴ ｓｙｍ ＮＴ

ｉ Π{ } ＋ ｄＮＴ
ｉ Ｚ

－１Ｎｉ( ) ξ ＝ δＶ ＋ ηＴΨ１ｉη ＋ ｖＴＴ ｉｖ， （９）
其中 δ ＞ ０，ｅδｈ ＞ １，ｅδ（ ｔ －ｓ） ＞ １，Ωｉ ＝ Ｐ ｉＥ ＋ ΓＴΦｉΛＴ，η ＝ η（ ｔ） ＝ ｃｏｌ ｘ，ｘｈ，ｖ{ } 。

根据不等式（６），可得 ＬＶ ＜ δＶ ＋ ｖＴＴ ｉｖ，从 ０ 到 ｔ 积分并取期望 ｔ ∈ ０，Ｔｆ[ ]( ) ， 应用 Ｄｙｎｋｉｎ 公

式［３９］，有

∫ｔ
０
Ｅ ＬＶ ｓ，ｘτ，ｉ( ){ } ｄｓ ＝ Ｅ Ｖ ｔ，ｘτ，ｉ( ){ }－ Ｅ Ｖ ０，ｘ（０），ｉ( ){ }＜ Ｅ ∫ｔ

０
δＶ ｓ，ｘτ，ｉ( ) ｄｓ{ } ＋ Ｅ ∫ｔ

０
ｖＴ（ ｓ）Ｔ ｉｖ（ ｓ）ｄｓ{ } ，

再根据 Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理［４０］，当 δ ＞ ０ 时，ｅδｔ 为 ｔ 的增函数，所以

Ｅ Ｖ ｔ，ｘτ，ｉ( ){ } ＜ Ｅ ｅδｔＶ ０，ｘ（０），ｉ( ) ＋ ∫ｔ
０
ｅδ（ ｔ －ｓ） ｖＴ（ ｓ）Ｔ ｉｖ（ ｓ）ｄｓ{ } ≤

ｅδＴｆＥ Ｖ ０，ｘ（０），ｉ( ) ＋ ∫ｔ
０
ｅ －δｓｖＴ（ ｓ）Ｔ ｉｖ（ ｓ）ｄｓ{ } 。 （１０）
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如果 Ｅ ｘＴ（０）ＥＴＧｉＥｘ（０）{ } ≤ Ｅ ｓｕｐ
－ｈ≤θ≤０

ｘＴ（θ）ＥＴＧｉＥｘ（θ）( ){ } ≤ ｃ２１， 则有

Ｅ Ｖ ０，ｘ（０），ｉ( ){ } ＝ Ｅ ｘＴ（０）ＥＴＰ ｉＥｘ（０） ＋ ∫０
－ｄ
ｅ －δｓｘＴ（ ｓ）Ｑｘ（ ｓ）ｄｓ ＋ ∫０

－ｄ
∫０
θ
ｅ －δｓ �ｘＴ（ ｓ）ＥＴＺＥ�ｘ（ ｓ）ｄｓｄθ{ } ≤

ｌ１Ｅ ｘＴ（０）ＥＴＧｉＥｘ（０）{ } ＋ β１ ＋ β２ ≤ ｌ１ｃ２１ ＋ β１ ＋ β２。 （１１）
将不等式（１１）代入不等式（１０），并根据不等式（２），则有

ＥＶ ｔ，ｘτ，ｉ( ) ＜ ｅδＴｆ ｌ１ｃ２１ ＋ β１ ＋ β２ ＋ ｌ２ｓ２( ) ， （１２）
以及

ＥＶ ｔ，ｘτ，ｉ( ) ≥ Ｅ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＰ ｉＥｘ（ ｔ）{ } ≥ ｌ３Ｅ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＧｉＥｘ（ ｔ）{ } 。 （１３）

结合式（１２）和（１３），并根据式（７），则有 Ｅ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＧｉＥｘ（ ｔ）{ } ＜ ｅδＴｆ
ｌ１ｃ２１ ＋ β １ ＋ β ２ ＋ ｌ２ｓ２

ｌ３
≤ ｃ２２，由定义 ３，

系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ( ) 是有限时间鲁棒随机有界的。

２．３　 有限时间 Ｈ∞ 性能分析

定理 １是研究系统有限时间鲁棒随机有界性的基础，本节将通过构建Ｈ∞ 性能函数以及应用随机微

分方程理论，给出系统具有 Ｈ∞ 性能 γ 的充分条件。
定理 ２　 对任意 ｉ∈Ｎ，给定正标量 δ，ｓ，γ，如果存在矩阵 Ｐ ｉ，Ｑ，Ｚ，Ｇｉ ∈ Ｓｎ

＋，矩阵Ｎａｉ，Ｎｈｉ ∈Ｒｎ×ｎ，可
逆矩阵Φｉ ∈Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ），使得下列矩阵不等式成立，则系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ，γ( ) 是有限时间鲁棒

随机有界的，并且具有 Ｈ∞ 性能 γ， 其中：

Ψ２ｉ ＝ ｓｙｍ �ΩＴ
ｉ
�Ａｃｉ ＋ �ＮＴ

ｉ
�Π ＋ １

２
πｉｉ － δ( ) �ΩＴ

ｉ Ｅｅ１{ } ＋ ｅＴ
１ＢＴ

ｗｉ（Ｅ
＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ

＋ Ｂｗｉｅ１ ＋

∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
πｉｊｅＴ

１ＥＴＰ ｊＥｅ１ ＋ �Ｑμ ＋ ｄ �ＡＴ
ｃｉＺ �Ａｃｉ ＋ ｄ �ＮＴ

ｉ Ｚ
－１ �Ｎｉ ＋ �ＺＴ

ｃｉ
�Ｚｃｉ － γ２ｅＴ

３ｅ３ ＜ ０， （１４）

ｌ１ｃ２１ ＋ β１ ＋ β２ ＋ γ２ｓ２ ≤ ｅ －δＴｆ ｌ３ｃ２２， （１５）
�Ｚｃｉ ＝ Ｃｋｉｅ１ ＋ Ｃｈｉｅ２ ＋ Ｄｖｉｅ３，Ｃｋｉ ＝ Ｃｉ ＋ ＤｕｉＫｉ。

　 　 证明　 将不等式（９）中的 ｖＴＴ ｉｖ 替换为 － ｚＴｚ ＋ γ ２ｖＴｖ，相应地将 Ψ１ｉ 替换为 Ψ２ｉ， 则有

ＬＶ ≤ δＶ ＋ ηＴΨ２ｉη － ｚＴｚ ＋ γ２ｖＴｖ， （１６）
根据式（１４），可得 ＬＶ ＜ δＶ － ｚＴｚ ＋ γ ２ｖＴｖ。 对不等式两边从 ０ 到 ｔ 积分并取期望，根据 Ｄｙｎｋｉｎ 公式和

Ｂｅｌｌｍａｎ⁃Ｇｒｏｎｗａｌｌ 引理，有

０ ＜ Ｅ Ｖ ｔ，ｘτ，ｉ( ){ } ＜ ｅδＴｆＥ Ｖ ０，ｘ（０），ｉ( ) ＋ ∫Ｔｆ
０
ｅ －δｔ γ２ｖＴ（ ｔ）ｖ（ ｔ） － ｚＴ（ ｔ）ｚ（ ｔ）( ) ｄｔ{ } ， （１７）

根据零初始条件的假设，则有 Ｅ∫Ｔｆ
０
ｚＴ（ ｔ）ｚ（ ｔ）ｄｔ ＜ γ ２Ｅ∫Ｔｆ

０
ｖＴ（ ｔ）ｖ（ ｔ）ｄｔ， ｔ ∈ ０，Ｔｆ[ ] 。

同时，由于 － ∫Ｔｆ
０
ｅ －δｔｚＴ（ ｔ）ｚ（ ｔ）ｄｔ ≤ ０， 根据不等式（１７），有

０ ＜ Ｅ Ｖ ｔ，ｘτ，ｉ( ){ } ＜ ｅδＴｆＥ Ｖ ０，ｘ（０），ｉ( ) ＋ γ２ ∫Ｔｆ
０
ｅ －δｔｖＴ（ ｔ）ｖ（ ｔ）ｄｔ{ } 。

类似地，如果 Ｅ ｓｕｐ
－ｈ≤θ≤０

ｘＴ（θ）ＥＴＧｉＥｘ（θ）( ){ } ≤ ｃ２１，根据不等式（１５），则有 Ｅ ｘＴ（ ｔ）ＥＴＧｉＥｘ（ ｔ）{ } ＜ ｃ２２。 因

此，根据定义 ４，定理得证。

２．４　 有限时间保性能 Ｈ∞ 控制器设计

本节将在定理 １、２ 的基础上，进一步考虑给定性能指标 Ｊｉ 的情况，设计具有 Ｈ∞ 性能 γ 且使 Ｊｉ 存在

正上界的控制器。
定理 ３　 对任意 ｉ ∈ Ｎ，给定性能函数 Ｊｉ，正标量 δ，ｓ，γ，如果存在矩阵 Ｐ ｉ，Ｑ，Ｚ，Ｇｉ ∈ Ｓｎ

＋，矩阵 Ｎａｉ，
Ｎｈｉ ∈Ｒｎ×ｎ，可逆矩阵Φｉ ∈Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ），使得下列矩阵不等式成立，则存在状态反馈控制器（４），使得系统
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（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ，γ( ) 是有限时间鲁棒随机有界的，并且具有 Ｈ∞ 性能 γ，同时性能指标 Ｊｉ 存在正

上界 Ｊ∗
ｉ ＝ ｅδＴｆ ｌ１ｃ２１ ＋ β １ ＋ β ２ ＋ γ ２ｓ２( ) ，其中 ｌ１ｃ２１ ＋ β １ ＋ β ２ ＋ γ ２ｓ２ ≤ ｅ －δＴｆ ｌ３ｃ２２，以及

Ψ３ｉ ＝ Ψ２ｉ ＋ ｅＴ
１ Ｓｉ ＋ ＫＴ

ｉ ＲｉＫｉ( ) ｅ１ ＜ ０。 （１８）
　 　 证明　 将不等式（１６）改写为

ＬＶ ≤ δＶ ＋ ηＴΨ３ｉη － ｚＴｚ ＋ γ２ｖＴｖ － ｘＴ Ｓｉ ＋ ＫＴ
ｉ ＲｉＫｉ( ) ｘ，

由不等式（１８）及 － ｚＴｚ ≤ ０，可得 ＬＶ ≤ δＶ ＋ γ ２ｖＴｖ － ｘＴ Ｓｉ ＋ ＫＴ
ｉ ＲｉＫｉ( ) ｘ。 类似地，有

Ｊ ＜ ｅδＴｆＥ Ｖ ０，ｘ（０），ｉ( ) ＋ γ２∫Ｔｆ
０
ｅ －δｓｖＴ（ ｔ）ｖ（ ｔ）ｄｔ{ } ＜ ｅδＴｆ ｌ１ｃ２１ ＋ β１ ＋ β２ ＋ γ２ｓ２( ) ＝ Ｊ∗。

显然 Ｊ∗ ≥ ０。 根据定义 ５，存在状态反馈控制器（４），使得系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ，γ( ) 是有限时间

鲁棒随机有界的，定理得证。

２．５　 线性矩阵不等式化

定理 ３ 给出了系统保性能 Ｈ∞ 控制器存在的充分条件，但该充分条件是非线性的矩阵不等式，本节

将应用相关引理以及合同变换将该矩阵不等式转化为 ＬＭＩ。
定理 ４　 对任意 ｉ∈Ｎ，给定性能函数 Ｊｉ，正标量 δ， ｓ， γ，如果存在矩阵 Ｐ

(

ｉ，Ｑ

(

ｉ，Ｚ

(

，Ｇ

(

ｉ ∈ Ｓｎ
＋，矩阵Ｎ

(

ａｉ，
Ｎ

(

ｈｉ∈Ｒｎ×ｎ， Ｙ ｉ ∈Ｒｍ×ｎ，可逆矩阵Φ

(

ｉ ∈Ｒ（ｎ－ｒ） ×（ｎ－ｒ），标量 ε ｉ ＞ ０，使得下列ＬＭＩ成立，则设计状态反馈控制

器 ｕ（ ｔ） ＝ Ｙ ｉ Ｐ

(

ｉＥＴ ＋ ΛΦ

(

ｉΓ( ) －１ｘ（ ｔ），保证系统（５） 关于 ｃ１，ｃ２，Ｔｆ，ｓ，Ｇｉ，γ( ) 是有限时间鲁棒随机有界的，
并且具有Ｈ∞ 性能 γ，以及性能指标 Ｊｉ 存在正上界 Ｊ∗

ｉ ＝ ｅδＴｆ ｌ１ｃ２１ ＋ β １ ＋ β ２ ＋ γ ２ｓ２( ) ，其中 ｌ１ｃ２１ ＋ β １ ＋ β ２ ＋
γ ２ｓ２ ≤ ｅ －δＴｆ ｌ３ｃ２２，

Ψ４ｉ ＝
Ξ

(

１ｉ Ξ

(

２ｉ

∗ Ξ

(

３ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０， （１９）

Ξ

(

１ｉ ＝ ｓｙｍ ＷＴ
１Ｗ２ｉ ＋ Ｎ

(

Ｔ
ｉ Π

(

＋ １
２

πｉｉ － δ( ) ｅＴ
１ＥΩ

(

ｉ{ } ＋ Ｑ

(

μｉ ＋ εｉｅＴ
１ＨｉＨＴ

ｉ ｅ１ － γ２ｅＴ
３ｅ３，

Ξ

(

２ｉ ＝ ＷＴ
３ｉ Ｍ

(

Ｔ
ｉ Ｎ

(

Ｔ
ｉ Ｂ

(

Ｔ
ｗｉ Ω

(

Ｔ
ｉ Ｙ

(

Ｔ
ｉ Ｕ

(

Ｔ
ｉ Ｚ

(

Ｔ
ｃｉ[ ] ，

Ξ

(

３ｉ ＝ ｄｉａｇ － ｄ －１Ｚ

(

＋ εｉＨｉＨＴ
ｉ ， － εｉＩｎ，ｄ

－１ Ｚ

(

－ ｓｙｍ Ω

(

ｉ{ }( ) ， － ＥＴ
ｒ Ｐ

(

ｉＥｒ， － Ｓ －１
ｉ ， － Ｒ －１

ｉ ， － Ｊ

(

ｉ， － Ｉｑ{ } ，
Ｗ１ ＝ ｅ１，Ｗ２ｉ ＝ ＡｉΩ

(

ｉ ＋ ＢｕｉＹ ｉ( ) ｅ１ ＋ ＡｈｉΩ

(

ｉｅ２ ＋ Ｂｖｉｅ３，
Ｗ３ｉ ＝ ＡｉΩ

(

ｉ ＋ ＢｕｉＹ ｉ ＋ εｉＨＴ
ｉ Ｈｉ( ) ｅ１ ＋ ＡｈｉΩ

(

ｉｅ２ ＋ Ｂｖｉｅ３，
Ｎ

(

ｉ ＝ Ｎ

(

ａｉｅ１ ＋ Ｎ

(

ｈｉｅ２，Π

(

＝ ＥＴ（ｅ１ － ｅ２），Ω

(

ｉ ＝ Ｐ

(

ｉＥＴ ＋ ΛΦ

(

ｉΓ，
Ｑ

(

μｉ ＝ ｅＴ
１Ｑ

(

ｉｅ１ － （１ － μ）ｅＴ
２Ｑ

(

ｉｅ２， Ｍ

(

ｉ ＝ ＭａｉΩ

(

ｉ ＋ ＭｕｉＹ ｉ( ) ｅ１ ＋ ＭｈｉΩ

(

ｉｅ２，
Ｂ

(

ｗｉ ＝ ＥＴ
ｒ Ｅ

＋ＢｗｉΩ

(

ｉｅ１，Ｙ

(

ｉ ＝ Ｙ ｉｅ１，Ｚ

(

ｃｉ ＝ ＣｉΩ

(

ｉ ＋ ＤｕｉＹ ｉ( ) ｅ１ ＋ ＣｈｉΩ

(

ｉｅ２ ＋ Ｄｖｉｅ３，
Ｕ

(

ｉ ＝ ｃｏｌ πｉ１ ＥＴ
ｒ Ω

(

ｉ， πｉ２ ＥＴ
ｒ Ω

(

ｉ，…， πｉ（ ｉ －１） ＥＴ
ｒ Ω

(

ｉ， πｉ（ ｉ ＋１） ＥＴ
ｒ Ω

(

ｉ，…， πｉＮ ＥＴ
ｒ Ω

(

ｉ{ } ｅ１，

Ｊ

(

ｉ ＝ ｄｉａｇ ＥＴ
ｒ Ｐ

(

１Ｅｒ，ＥＴ
ｒ Ｐ

(

２Ｅｒ，…，ＥＴ
ｒ Ｐ

(

ｉ －１Ｅｒ，ＥＴ
ｒ Ｐ

(

ｉ ＋１Ｅｒ，…，ＥＴ
ｒ Ｐ

(

ＮＥｒ{ } 。

　 　 证明　 分离不等式（１８）中的不确定项 �Ａｃｉ ＝ Ａｃｉ ＋ ＨｉＦ ｉ，ｔ( ) �Ｍｉ，对 ｄ �ＡＴ
ｃｉＺ �Ａｃｉ 应用舒尔补引理，可得

Ｘ１ｉ ＋ Ｘ２ｉ ＡＴ
ｃｉ

∗ － ｄ －１Ｚ －１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＋ ｓｙｍ

�ΩＴ
ｉ Ｈｉ

Ｈｉ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
Ｆ ｉ，ｔ( ) �Ｍｉ ０[ ]{ } ＜ ０， （２０）

其中：

Ｘ１ｉ ＝ ｓｙｍ �ΩＴ
ｉ Ａｃｉ ＋ �ＮＴ

ｉ
�Π ＋ １

２
πｉｉ － δ( ) �ΩＴ

ｉ Ｅｅ１{ } ＋ �Ｑμ － γ２ｅＴ
３ｅ３，

Ｘ２ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １，ｊ≠ｉ
πｉｊｅＴ

１ＥＴＰ ｊＥｅ１ ＋ ｄ �ＮＴ
ｉ Ｚ

－１ �Ｎｉ ＋ ｅＴ
１ＢＴ

ｗｉ（Ｅ
＋） ＴＥＴＰ ｉＥＥ

＋ Ｂｗｉｅ１ ＋ ｅＴ
１ Ｓｉ ＋ ＫＴ

ｉ ＲｉＫｉ( ) ｅ１，

Ａｃｉ ＝ Ａｉ ＋ ＢｕｉＫｉ( ) ｅ１ ＋ Ａｈｉｅ２ ＋ Ｂｖｉｅ３， �Ｍｉ ＝ Ｍａｉ ＋ ＭｕｉＫｉ( ) ｅ１ ＋ Ｍｈｉｅ２。
根据引理 ３ 和舒尔补引理，不等式（２０）成立，当且仅当存在标量 ε ｉ ＞ ０， 使得下面矩阵不等式成立：
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Ｘ１ｉ ＋ Ｘ２ｉ ＋ εｉ
�ΩＴ

ｉ ＨｉＨＴ
ｉ
�Ωｉ ＡＴ

ｃｉ ＋ εｉ
�ΩＴ

ｉ ＨｉＨＴ
ｉ

�ＭＴ
ｉ

∗ － ｄ －１Ｚ －１ ＋ εｉＨｉＨＴ
ｉ ０

∗ ∗ － εｉＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０。

根据引理 ５，对 Ｘ２ｉ 各项使用舒尔补引理，可得

Ξ１ｉ Ξ２ｉ

∗ Ξ３ｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０， （２１）

其中：
Ξ１ｉ ＝ Ｘ１ｉ ＋ εｉ

�ΩＴ
ｉ ＨｉＨＴ

ｉ
�Ωｉ， Ξ２ｉ ＝ ＡＴ

ｃｉ ＋ εｉ
�ΩＴ

ｉ ＨｉＨＴ
ｉ

�ＭＴ
ｉ

�ＮＴ
ｉ

�ＢＴ
ｗｉ ｅＴ

１
�ＫＴ

ｉ
�ＵＴ

ｉ
�ＺＴ
ｃｉ[ ] ，

Ξ３ｉ ＝ ｄｉａｇ － ｄ －１Ｚ －１ ＋ εｉＨｉＨＴ
ｉ ， － εｉＩｎ， － ｄ －１Ｚ， － ＥＴ

ｌ Ｐ ｉＥｌ( ) －１， － Ｓ －１
ｉ ， － Ｒ －１

ｉ ， － Ｊｉ， － Ｉｑ{ } ，
Ｕｉ ＝ ｃｏｌ πｉ１ ＥＴ

ｒ ， πｉ２ ＥＴ
ｒ ，…， πｉ（ ｉ －１） ＥＴ

ｒ ， πｉ（ ｉ ＋１） ＥＴ
ｒ ，…， πｉＮ ＥＴ

ｒ{ } ，
�Ｕｉ ＝ Ｕｉｅ１， �Ｂｗ ＝ ＥＴ

ｒ Ｅ
＋Ｂｗｅ１， �Ｋｉ ＝ Ｋｉｅ１，

Ｊｉ ＝ ｄｉａｇ ＥＴ
ｌ Ｐ１Ｅｌ( ) －１， ＥＴ

ｌ Ｐ２Ｅｌ( ) －１，…， ＥＴ
ｌ Ｐ ｉ －１Ｅｌ( ) －１， ＥＴ

ｌ Ｐ ｉ ＋１Ｅｌ( ) －１，…， ＥＴ
ｌ ＰＮＥｌ( ) －１{ } 。

对矩阵不等式（２１）左右两边分别乘以矩阵 ｄｉａｇ Ω －１
ｉ( ) Ｔ， Ω －１

ｉ( ) Ｔ，Ｉ２ｎ＋ｐ，Ω
－１
ｉ ，Ｉ２ｎ＋ｍ＋ｒ（Ｎ－１） ＋ｑ{ } 及其转置，根

据引理５，有 Ｊ

(

ｉ ＝ Ｊｉ，应用引理４，得到 － ｄ －１Ω

(

ｉＺΩ
(

Ｔ
ｉ ≤ ｄ －１ Ｚ

(

－ ｓｙｍ Ω

(

ｉ{ }( ) ，所以若Ψ４ｉ ＜ ０成立，则不等式

（２１） 成立，其中Ω

(

ｉ ＝Ω
－１
ｉ ，Ｑ

(

ｉ ＝ Ω －１
ｉ( ) ＴＱΩ －１

ｉ ， Ｎ
(

ａｉ ＝Ω
－１
ｉ ＮａｉΩ

－１
ｉ ， Ｎ

(

ｈｉ ＝Ω
－１
ｉ ＮｈｉΩ

－１
ｉ ，Ｚ

(

＝ Ｚ －１，Ｙ ｉ ＝ＫｉΩ
－１
ｉ ，定

理得证。

３　 数值算例

考虑具有两个子系统的不确定随机奇异时变时滞 ＭＪＳｓ，各子系统的参数矩阵选取如下：
子系统 １：

Ｅ１ ＝
１ ０
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ａ１ ＝

－ ２ ０
０．８ － １．６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ａｈ１ ＝

－ ０．７ ０
０ － ０．８

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｂｕ１ ＝

２
３

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｂｖ１ ＝

０．３
０．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｂｗ１ ＝
－ ０．５ ０．３
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｃ１ ＝

０．２ ０
０ ０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｃｈ１ ＝

０．１ ０
０ ０．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｄｕ１ ＝

０．８
０．６

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｄｖ１ ＝

０．１
０．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｈ１ ＝

１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Ｍａ１ ＝
０．３ ０
０ ０．２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｍｈ１ ＝

０．２ ０
０ ０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｍｕ１ ＝

０．１
０．１

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｓ１ ＝

０．０３ ０．０３
０．０３ ０．０４

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｒ１ ＝ ０．０８。

　 　 子系统 ２：

Ｅ２ ＝
１ ０
０ ０

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ａ２ ＝

－ １．８ ０．５
０．３ － ０．７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ａｈ２ ＝

－ ０．９ ０
０ － ０．７

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
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时变时滞取为 ｈ（ ｔ） ＝ ０．５ ｓｉｎ ｔ ，则 ｄ ＝ μ ＝ ０．５。 Ｆ（ ｔ） ＝ ｄｉａｇ ｓｉｎ ｔ，ｃｏｓ ｔ{ } ，转移概率为 π１１ ＝ － ０．４，π１２ ＝
０．４，π２２ ＝ － ０．６，π２１ ＝ ０．６，Ｇ１ ＝Ｇ２ ＝ Ｉ２，Ｔｆ ＝ ２，ｃ１ ＝ １，δ ＝ ２，γ ＝ １，ｓ ＝ ０．１，初值函数φ（ ｔ） ＝ ｃｏｌ ｅｔ，０{ } 。 应

用 ＹＡＬＭＩＰ 工具箱 ｓｄｐｔ３ 求解器，求得保性能 Ｈ∞ 控制器增益为 Ｋ１ ＝ － ０．０８８ ８ － ０．０５３ ８[ ] ，Ｋ２ ＝
－ ０．０４８ ３ － ０．２９４ ９[ ] ，ｌ１ ＝ ０．１４２ ８，ｌ３ ＝ ０．１３７ ０，β １ ＝ ０．１４３ ６，β ２ ＝ ０．０１２ １。 根据不等式（１５），得到 ｃ２

的最小值为１１．０８８ ０，性能指标的上界 Ｊ∗ ＝ １６．８４３ ４。
仿真的响应曲线见图 １ ～ ３。 图 １ 为系统的马尔可夫切换信号，两种模式对应系统的两个子系统，

切换规律遵循马尔可夫过程；图 ２ 显示，在图 １ 的切换规律下，子系统状态 ｘ１，ｘ２ 在有限时间 Ｔｆ ＝ ２ 达到

收敛；图 ３ 为系统的乘性白噪声，刚开始噪声状态波动较大，在保性能 Ｈ∞ 控制器的作用下，最终都收敛
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到原点。 综合仿真结果，说明本文所设计的控制方案是有效的。

图 １　 系统马尔可夫切换模式

Ｆｉｇ．１ Ｓｙｓｔｅｍ Ｍａｒｋｏｖ ｓｗｉｔｃｈｉｎｇ ｍｏｄｅ

图 ２　 系统状态响应曲线

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｓｔａｔｅｓ

图 ３　 系统噪声响应曲线

Ｆｉｇ．３ Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｎｏｉｓｅ

４　 结论

针对不确定随机奇异时变时滞 ＭＪＳｓ，通过构造自由矩阵不等式并引入补偿项，得到了系统 Ｌ－Ｋ 泛

函的无穷小算子。 应用随机微分方程理论，得到使闭环系统有限时间鲁棒随机有界的充分条件，并通过

设计保性能 Ｈ∞ 控制器使得系统具有 Ｈ∞ 性能指标 γ，且性能函数存在正上界。 进一步运用 Ｍ－Ｐ 逆、矩



　 第 １ 期 徐　 放，等：不确定随机奇异时变时滞马尔可夫跳变系统的有限时间保性能 Ｈ∞控制 ８１　　　

阵满秩分解等方法将所得结论转化为 ＬＭＩ，由 ＹＡＬＭＩＰ 工具箱求解 ＬＭＩ 的可行解，进而得到状态反馈控

制器。 今后仍有许多工作需要完善，例如：考虑切换系统模式的驻留时间，尝试采用积分不等式的方法

进一步降低随机奇异时滞系统的保守性。
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