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一类不确定分数阶广义系统的基于
观测器鲁棒预测控制

李银萍，刘晓华

（鲁东大学　 数学与统计科学学院，山东 烟台 ２６４０３９）

摘要：本文针对一类不确定分数阶广义系统，研究其基于观测器的鲁棒预测控制问题。 首先，基于分数阶微

积分性质构造带有合适误差项的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，运用 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 稳定性理论求解其优化问题；其次，通过应用

线性矩阵不等式与锥补线性算法，推导出鲁棒预测控制器存在的充分条件，并证明该条件满足闭环系统的可

容许性；最后，借助仿真实验验证了控制策略的有效性。
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　 　 分数阶系统是一类较经典整数阶系统更加复杂的系统，该系统能更好地描述研究对象的物理特性，
经常被应用在粘弹性系统、电化学、经济和生物系统等领域［１—３］。 分数阶微积分的典型应用是对新型冠

状病毒（ＣＯＶＩＤ－１９） ［４］进行建模，由于其在理论研究和实际应用中的重要性越来越受到人们的关注，尤
其体现在稳定性分析［５—６］、控制器综合［７—８］等方面。 目前，在分数阶广义系统的控制方面已经做了很多

工作，其中包括最优控制、滑模控制等［９—１０］。 对于分数阶广义系统容许性的研究，文献［１１］利用线性矩

阵不等式得到了系统可容许的充要条件；文献［１２］针对阶数满足 ０＜α＜２ 的分数阶广义系统，利用线性

矩阵不等式和广义线性矩阵不等式分别给出了保证系统稳定性和容许性的充要条件。
在实际控制系统中，由于建模误差、环境变换等诸多因素的干扰，系统内部不可避免地存在各种不

确定性，这些不确定性因素可能会对系统的性能产生负面影响，导致系统性能退化［１３］。 鲁棒预测控制

将鲁棒控制处理不确定性的能力与预测控制的滚动优化方法相结合，有效克服模型不确定性问题［１４］。
近年来，关于不确定分数阶系统的鲁棒预测控制问题，取得了诸多重要研究成果。 文献［８］针对具有时

变不确定性的广义系统，开展了鲁棒预测控制问题的深入研究；文献［１３］探讨了在系统状态不能直接

量测的情况下，针对具有范数有界不确定性的时滞广义系统，提出基于观测器的鲁棒预测控制算法；文
献［１４］进一步研究了具有不确定参数的分数阶系统的鲁棒预测控制相关问题。

在控制工程中，系统的状态通常不是完全已知的，为了解决这一问题，通常需要引入观测器估计系

统的内部状态［１５］。 文献［１６—２０］主要研究了确定性分数阶系统的观测器设计问题。 关于不确定分数

阶系统的观测器设计问题，文献［２１］利用线性矩阵不等式和奇异值分解，探讨了基于观测器的鲁棒控

制方法，确立了不确定系统的稳定性条件。 文献［２２］进一步针对不确定分数阶广义系统，采用 Ｓｈｕｒ 补
引理、线性矩阵不等式及锥补线性化算法，提出一种新的鲁棒预测控制方法。

基于以上研究成果，本文针对一类具有参数不确定性的分数阶广义系统，深入研究基于观测器的鲁

棒预测控制问题与闭环系统容许性问题，并通过仿真算例验证了控制方法的可行性。

１　 问题描述与预备知识

考虑一类含参数不确定性的分数阶广义系统
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ＥＤαｘ ｔ( ) ＝ Ａ ＋ ΔＡ（ ｔ）( ) ｘ ｔ( ) ＋ Ｂｕ ｔ( ) ，
ｙ ｔ( ) ＝ Ｃｘ ｔ( ) ，{ （１）

其中： α∈ ０，１( ) 为分数阶系统的阶数，Ｄαｘ ｔ( ) 表示Ｃａｐｕｔｏ定义下ｘ ｔ( ) 的α阶微分；ｘ ｔ( ) ∈Ｒｎ，ｕ ｔ( ) ∈Ｒｍ

分别是系统的状态向量和控制输入，ｙ ｔ( ) ∈ Ｒｐ 是系统输出；Ｅ∈Ｒｎ×ｎ 为奇异矩阵，且 ｒａｎｋ Ｅ( ) ＝ ｒ ＜ ｎ；Ａ，
Ｂ，Ｃ 是具有适当维数的已知常数矩阵；ΔＡ ｔ( ) 表示范数有界的参数不确定性时变矩阵，满足 ΔＡ ｔ( ) ＝
ＧＦ ｔ( ) Ｈ，Ｇ，Ｈ 是具有适当维数的常数矩阵，Ｆ ｔ( ) 是未知且时变的矩阵函数，满足 Ｆ ｔ( ) ＦＴ ｔ( ) ≤ Ｉ。

针对不确定分数阶广义系统（１），考虑以下性能指标：
ｍｉｎ

ｕ ｋＴ＋ｉ，ｋＴ( )
Ｊｋ，

Ｊｋ ＝ ｍａｘ
Ｆ ｋＴ＋ｉ，ｋＴ( )，ｉ≥０∞

Ｉα０ ｘＴ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) Ｑ１ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) ＋ ｕＴ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) Ｒｕ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) ，{ （２）

其中： Ｑ１ ＞ ０ 和 Ｒ ＞ ０ 是对称加权正定矩阵；∞ Ｉ
α
０ 表示初始化从 ０ 到 ∞ 的 α 阶积分。

对于系统（１），考虑如下形式的观测器：
ＥＤα �ｘ ｔ( ) ＝ Ａ�ｘ ｔ( ) ＋ Ｂｕ ｔ( ) ＋ Ｌ ｙ ｔ( ) － �ｙ ｔ( )( ) ， （３）

其中， �ｘ ｔ( ) 表示状态预测值，Ｌ 为观测增益矩阵。 设计观测器型的鲁棒预测控制器为

ｕ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) ＝ Ｋ�ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) ，ｋ ≥ ０，ｉ ≥ ０， （４）
其中： Ｋ ∈ Ｒｎ×ｎ 是待定的控制增益矩阵；Ｔ 为采样周期，�ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) 表示在 ｋＴ ＋ ｉ 时刻的状态预测值，
ｕ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( ) 表示在 ｋＴ ＋ ｉ 时刻满足性能指标（２） 的控制输入。

本文旨在设计鲁棒预测控制器（４），使得系统在每个采样时刻 ｋＴ 均能满足最优化问题（２），并在可

行性条件满足时使得闭环系统是容许的。
引理 １［２２］ 　 若 α ∈ ０，１( ) ，ｘ ｔ( ) ＝ ｘ１ ｔ( ) ，ｘ２ ｔ( ) ，…，ｘｎ ｔ( )( ) Ｔ ∈ Ｒｎ，ｘｉ ｔ( ) ｉ ＝ １，２，…，ｎ( ) 是连续可

微函数，则对任意 ｔ ＞ ０，存在正定矩阵 Ｐ ∈ Ｒｎ×ｎ， 使得
ｃ
０Ｄα ｘＴ ｔ( ) Ｐｘ ｔ( )( ) ≤ ｃ

０Ｄαｘ ｔ( )( ) ＴＰｘ ｔ( ) ＋ ｘＴ ｔ( ) Ｐ ｃ
０Ｄαｘ ｔ( ) 。

　 　 引理 ２［２３］ 　 给定具有适当维数的矩阵 Ｓ１，Ｓ２，Ｓ３，且 Ｓ１ ＝ ＳＴ
１ ＞ ０，Ｓ３ ＝ ＳＴ

３ ＞ ０，则 Ｓ１ ＋ Ｓ２Ｓ
－１
３ ＳＴ

２ ＜ ０，当

且仅当
Ｓ１ Ｓ２

ＳＴ
２ Ｓ３

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０。

引理 ３［２３］ 　 对任意具有适当维数的矩阵 Ｘ，Ｙ，Ｑ，且 Ｑ 是对称正定矩阵，则 ＸＴＹ ＋ ＹＴＸ ≤ ＸＴＱＸ ＋
ＹＴＱ －１Ｙ；特别地，当 Ｑ ＝ εＩ 时，ＸＴＹ ＋ ＹＴＸ ≤ εＸＴＸ ＋ ε －１ＹＴＹ。

引理４［２４］ 　 对任意矩阵Π∈Ｒｍ×ｎ（ｍ ＜ ｎ），ｒａｎｋ Π( ) ＝ｍ，则Π存在奇异值分解Π ＝Ｕ１ Ｓ１ ０[ ] ＶＴ
１，

这里，Ｓ１ ＝ ｄｉａｇ σ １，σ ２，…，σｍ( ) ∈ Ｒｍ×ｍ，σ １ ≥ σ ２ ≥ … ≥ σｍ ＞ ０，Ｕ１ ∈ Ｒｍ×ｍ 和 Ｖ１ ∈ Ｒｎ×ｎ 是酉矩阵。
引理 ５［２４］ 　 给定矩阵Π∈ Ｒｍ×ｎ ｍ ＜ ｎ( ) ，ｒａｎｋ Π( ) ＝ ｍ，假设 Ｘ∈ Ｒｎ×ｎ 为对称矩阵，那么存在矩阵

�Ｘ∈Ｒｍ×ｍ 满足ΠＸ ＝�ＸΠ，当且仅当Ｘ ＝Ｖ
Ｘ１１ ０
０ Ｘ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
ＶＴ，Ｘ１１ ∈Ｒｍ×ｍ，Ｘ２２ ∈Ｒ ｎ－ｍ( ) × ｎ－ｍ( ) ，Ｖ∈Ｒｎ×ｎ 是酉

矩阵。

２　 基于观测器的鲁棒预测控制设计

为了有效处理由参数不确定性引起的优化问题，进而得到观测器型鲁棒预测控制器，首先构造带有

合适误差项的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数，通过不等式假设条件将性能指标（２）转化为上界最小化问题。
根据 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积的性质，则系统（１）等价为

Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｉ２ ⊗ Ｄαｘ ｔ( )( ) ＝ Ｉ２ ⊗ Ａ ＋ ΔＡ ｔ( )( )( ) Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ Ｂ( ) Ｉ２ ⊗ ｕ ｔ( )( ) ， （５）
则带有观测器的系统等价于

Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｉ２ ⊗ Ｄα �ｘ ｔ( )( ) ＝

Ｉ２ ⊗ Ａ( ) Ｉ２ ⊗ �ｘ ｔ( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ Ｂ( ) Ｉ２ ⊗ ｕ ｔ( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ Ｌ( ) Ｉ２ ⊗ ｙ ｔ( ) － �ｙ ｔ( )( )( ) 。 （６）
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考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

Ｖ Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( ) ，Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) ＝ Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( )＋ Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( )＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) ， （７）

其中
Ｑ１１ Ｑ１２

－ Ｑ１２ Ｑ１１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０，

Ｑ２１ Ｑ２２

－ Ｑ２２ Ｑ２１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＞ ０。

在每个采样时刻 ｋＴ， 假设

Ｉ２ ⊗ Ｄαｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ Ｄαｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ Ｄαｅ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ Ｄαｅ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) ≤

－ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｑ１( ) Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) －
Ｉ２ ⊗ ｕ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｒ( ) Ｉ２ ⊗ ｕ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) ， （８）

根据引理 １，可得

ＤαＶ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )，Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) ≤－ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( )Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｑ１( ) Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( )－
Ｉ２ ⊗ ｕ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( )Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｒ( ) Ｉ２ ⊗ ｕ ｋＴ ＋ ｉ，ｋＴ( )( ) 。 （９）

将式（９）从 ｉ ＝ ０到 ｉ ＝ ∞ 进行分数阶积分运算，得到 Ｊｋ ≤ Ｖ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ( ) ，Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ( )( ) 。 因此，将针对性能

指标 Ｊｋ 求解最小化问题转化为对 Ｖ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ( ) ，Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ( )( ) 求最小化问题。
定理 １　 针 对 参 数 不 确 定 分 数 阶 广 义 系 统 （１）， 若 存 在 状 态 反 馈 控 制 器 （４） 使

Ｖ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ( ) ，Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ( )( ) 最小，则观测器型预测控制器的增益矩阵为Ｋ ＝ Ｐ－１
０( ) ＴＸ１，Ｐ０ 是对称正定矩阵，

Ｐ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｑ，γ，ε１，ε２，ε３ 由以下优化问题求得

ｍｉｎ
γ，ε１，ε２，ε３，Ｐ０，Ｘ１，Ｘ２，Ｑ

Ｉ２ ⊗ γ，

Ｉ２ ⊗ γ Ｉ２ ⊗ ｘＴ ｔ( ) ＥＴＰ０( ) Ｉ２ ⊗ ｅＴ ｔ( ) ＥＴＰ０( )

∗ ∑
２

ｉ ＝ １
Θ－１

ｉ１ ⊗ Ｐ０ ０

∗ ∗ ∑
２

ｉ ＝ １
Θ－１

ｉ１ ⊗ Ｐ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

≥０， （１０）

Φ１１ Φ１２ Φ１３

∗ Φ２２ ０
∗ ∗ Φ３３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

＜ ０， （１１）

其中

Φ１１ ＝ ｓｙｍ ∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗

ＥＴＰ０Ａ ＋ ＥＴＢＸ１ － ＥＴＢＸ１

０ ＥＴＰ０Ａ － ＥＴＸ２Ｃ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú{ } ＋ ｓｙｍ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０
Ａ ０
０ Ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷{ } ＋

∑
３

ｉ ＝ １
εｉ Ｉ２ ⊗

ＨＴＨ ０
０ ＨＴＨ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

Ｉ２ ⊗ Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ( ) ０
０ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，
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Φ１２ ＝ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ
０( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗

ＢＸ１ － ＢＸ１

０ － Ｘ２Ｃ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，

Φ１３ ＝ Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

Ｉ２ ⊗
ＱＴＥＴ

０Ｇ ０

０ ＱＴＥＴ
０Ｇ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
，

Φ２２ ＝ － Ｉ４ ⊗
Ｐ０ ０
０ Ｐ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，Φ３３ ＝

－ ε１ ０ ０
０ － ε２ ０
０ ０ － ε３

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

⊗ Ｉ４ｎ。

　 　 证明　 首先考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数（７），假设存在参数 γ 满足 Ｖ Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( ) ，Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) ≤ Ｉ２ ⊗ γ，则

Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) ≤ Ｉ２ ⊗ γ。 （１２）

设 Ｑ１１ ＝ Ｑ２１ ＝ Ｐ０，Ｑ１２ ＝ Ｑ２２ ＝ ０，根据引理 ２，不等式（１２）等价于不等式（１０）。

其次， 令 ｅ ｔ( ) ＝ ｘ ｔ( ) － �ｘ ｔ( ) ， 则 Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｉ２ ⊗ Ｄαｅ ｔ( )( )( ) ＝ Ｉ２ ⊗ Ａ － ＬＣ( )( ) Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) ，
Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｉ２ ⊗ Ｄαｘ ｔ( )( )( ) ＝ Ｉ２ ⊗ Ａ ＋ ＢＫ( )( ) Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( ) － Ｉ２ ⊗ ＢＫ( ) Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) 。 将其代入式（９）

中，则有

Ｉ２ ⊗ Ｄαｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ Ｄαｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ Ｄαｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ Ｄαｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＝

Ｉ２ ⊗ ＥＤαｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( ) Ｉ２ ⊗ ＥＤαｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ＥＤαｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( ) Ｉ２ ⊗ ＥＤαｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＝

Ｉ２ ⊗ Ａ ＋ ΔＡ ｔ( ) ＋ ＢＫ( ) ｘ ｋＴ ＋ ｉ( ) － ＢＫｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( )( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )

Ｉ２ ⊗ Ａ ＋ ΔＡ ｔ( ) ＋ ＢＫ( ) ｘ ｋＴ ＋ ｉ( ) － ＢＫｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ Ａ ＋ ΔＡ ｔ( ) － ＬＣ( ) ｅ ｔ( )( )( ) Ｔ

æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( )
ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ

∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( ) Ｉ２ ⊗ Ａ ＋ ΔＡ ｔ( ) － ＬＣ( ) ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )( )( ) ≤

－ Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｑ１( ) Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) － Ｉ２ ⊗ ｕ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｒ( ) Ｉ２ ⊗ ｕ ｋＴ ＋ ｉ( )( ) 。
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该不等式等价于

Ｉ２ ⊗ ｘ ｋＴ ＋ ｉ( )

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｔ Ω１１ Ω１２

ΩＴ
１２ Ω２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )

Ｉ２ ⊗ ｅ ｋＴ ＋ ｉ( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０， （１３）

其中

Ω１１ ＝ ｓｙｍ{ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＰ０( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )
ö

ø
÷ Ｉ２ ⊗ Ａ ＋ ＢＫ ＋ ΔＡ ｔ( )( )( ) } ＋ Ｉ２ ⊗ Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ( ) ，

Ω１２ ＝
æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＰ０( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )
ö

ø
÷ Ｉ２ ⊗ － ＢＫ( )( ) ，

Ω２２ ＝ ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ Ａ － ＬＣ ＋ ΔＡ ｔ( )( )( ) Ｔ æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＰ０( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )
ö

ø
÷ } 。

根据不等式（１３），有

Φ ＝ ｓｙｍ{∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＰ０

Ａ ＋ ＢＫ － ＢＫ
０ Ａ － ＬＣ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ } ＋ ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０
Ａ ＋ ＢＫ － ＢＫ

０ Ａ － ＬＣ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ } ＋

ｓｙｍ{∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗ ＥＴＰ０

ΔＡ ｔ( ) ０
０ ΔＡ ｔ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ } ＋ ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０
ΔＡ ｔ( ) ０

０ ΔＡ ｔ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ } ＋

Ｉ２ ⊗ Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ( ) ０
０ ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＜ ０。 （１４）

其中，由引理 ３ 得

ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ æ

è
çＱＴＥＴ

０
Ａ ＋ ＢＫ － ＢＫ

０ Ａ － ＬＣ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ö

ø
÷ } ＝ ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ æ

è
çＱＴＥＴ

０
Ａ ０
０ Ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ö

ø
÷ } ＋

ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ
０( )

æ

è
çＩ２ ⊗

ＢＫ － ＢＫ
０ － ＬＣ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ö

ø
÷ } ≤ ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ æ

è
çＱＴＥＴ

０
Ａ ０
０ Ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ö

ø
÷ } ＋

( Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ
０( ) ) Ｉ２ ⊗ Ｐ０( ) －１ ( Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( ) )
Ｔ＋ æ

è
çＩ２ ⊗

ＢＫ － ＢＫ
０ － ＬＣ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ Ｐ０( )
æ

è
çＩ２ ⊗

ＢＫ － ＢＫ
０ － ＬＣ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

ö

ø
÷。

由 Ｆ ｔ( ) ＦＴ ｔ( ) ≤ Ｉ，得 Ｉ２ ⊗ Ｆ ｔ( )( ) Ｉ２ ⊗ Ｆ ｔ( )( ) Ｔ ＝ Ｉ２ ⊗ Ｆ ｔ( ) ＦＴ ｔ( )( ) ≤ Ｉ。 又由于Θ１１ΘＴ
１１ ＝ Ｉ２，Θ２１ΘＴ

２１ ＝
Ｉ２，ΔＡ ｔ( ) ＝ ＧＦ ｔ( ) Ｈ，由引理 ３，对于任意 ε１ ＞ ０，ε２ ＞ ０，有

ｓｙｍ{∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗

ＥＴＰ０ΔＡ ｔ( ) ０

０ ＥＴＰ０ΔＡ ｔ( )

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú } ＝

ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ Ｉ２ ⊗
Ｆ ｔ( ) ０
０ Ｆ ｔ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ Θｉ１ ⊗

Ｈ ０
０ Ｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ } ≤

１
εｉ

Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

Ｔ

＋ εｉ Θｉ１ ⊗
Ｈ ０
０ Ｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

Θｉ１ ⊗
Ｈ ０
０ Ｈ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝

１
εｉ

Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

Ｔ

＋ εｉ Ｉ２ ⊗
ＨＴＨ ０
０ ＨＴＨ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

同理，对任意的 ε３ ＞ ０，则得到

ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ
０
ΔＡ ｔ( ) ０

０ ΔＡ ｔ( )

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ } ≤
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１
ε３

Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ
０
Ｇ ０
０ Ｇ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０
Ｇ ０
０ Ｇ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

＋ ε３ Ｉ２ ⊗
ＨＴＨ ０
０ ＨＴＨ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ 。

代入式（１４），得

Φ≤ ｓｙｍ{∑
２

ｉ ＝ １
Θｉ１ ⊗

ＥＴＰ０ Ａ ＋ ＢＫ( ) ＥＴＰ０（ － ＢＫ）

０ ＥＴＰ０ Ａ － ＬＣ( )

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú } ＋ ｓｙｍ{ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０
Ａ ０
０ Ａ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ } ＋

∑
３

ｉ ＝ １
εｉ Ｉ２ ⊗

ＨＴＨ ０
０ ＨＴＨ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０( )( ) Ｉ２ ⊗ Ｐ０( ) －１ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ
０( )( ) Ｔ ＋

Ｉ２ ⊗
ＢＫ － ＢＫ
０ － ＬＣ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷

Ｔ

Ｉ２ ⊗ Ｐ０( ) Ｉ２ ⊗
ＢＫ － ＢＫ
０ － ＬＣ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷ ＋

∑
２

ｉ ＝ １

１
εｉ

Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷ Ｉ２ ⊗
ＥＴＰ０Ｇ ０

０ ＥＴＰ０Ｇ
é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

æ

è

çç

ö

ø

÷÷

Ｔ

＋

１
ε３

æ

è

ç
çＩ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０
Ｇ ０
０ Ｇ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø

÷
÷

æ

è

ç
çＩ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０
Ｇ ０
０ Ｇ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

æ

è
ç

ö

ø
÷

ö

ø

÷
÷

Ｔ

＋
Ｉ２ ⊗ Ｑ１ ＋ ＫＴＲＫ( ) ０

０ ０
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。 （１５）

运用引理 ２５，则式（１５）等价于式（１１）。 定理 １ 得证。
为了解决定理 １ 中的优化问题，借助 ＬＭＩ 工具箱中的 ｍｉｎｃｘ 求解器，求得观测器型控制器增益分别为

Ｋ ＝ Ｐ－１
０( ) ＴＸ１，Ｌ ＝ Ｐ－１

０ Ｘ２。

３　 鲁棒稳定性分析

引理 ６［６］ 　 对于定理 １ 中的优化问题，在 ｋＴ 时刻的任意可行解在 ＮＴ Ｎ ＞ ｋ( ) 时刻仍是可行的。
引理７［２５］ 　 假设 Ｅ，Ａ，α( ) 是正则的，则系统是容许的当且仅当存在实对称正定矩阵Ｑ１１，Ｑ２１ 和斜对称矩

阵 Ｑ１２，Ｑ２２，以及矩阵 Ｑ ∈ Ｒ ｎ－ｒ( ) ×ｎ，使得

ｓｙｍ{∑
２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
(Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊＡ( ) ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ

０Ａ( ) } ＜ ０，

其中： θ ＝ πα ／ ２，ｒａｎｋ Ｅ( ) ＝ ｒ ＜ ｎ；Ｅ０ ∈Ｒｎ× ｎ－ｒ( ) 是列满秩矩阵，且满足ＥＴＥ０ ＝ ０；Θ１１ ＝
ｓｉｎ θ － ｃｏｓ θ
ｃｏｓ θ ｓｉｎ θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，

Θ１２ ＝
ｃｏｓ θ ｓｉｎ θ

－ ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Θ２１ ＝

ｓｉｎ θ ｃｏｓ θ
－ ｃｏｓ θ ｓｉｎ θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Θ２２ ＝

－ ｃｏｓ θ ｓｉｎ θ
－ ｓｉｎ θ － ｃｏｓ θ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 。

本节主要探讨带有观测器的不确定分数阶广义系统的鲁棒稳定性。 由定理 １ 可确定状态反馈控制增益

矩阵 Ｋｋ，ｋ ∈ ０， ＋ ∞[ ) ，则闭环系统为：
Ｉ２ ⊗ �Ｅ( ) Ｉ２ ⊗ Ｄα�ｘ ｔ( )( ) ＝ Ｉ２ ⊗ �Ａ( ) Ｉ２ ⊗�ｘ ｔ( )( ) ，

其中 �Ｅ ＝
Ｅ ０
０ Ｅ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，�ｘ ｔ( ) ＝

�ｘ ｔ( )

ｅ ｔ( )

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，�Ａ ＝

Ａ ＋ ＢＫｋ － ＢＫｋ

０ Ａ － ＬＣ
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
。

根据引理 ６，初始时刻的可行性条件确保了优化问题在所有时间内都具有可行性，从而为系统的稳定运

行提供了理论依据。
定理２　 若优化问题（２） 在初始时刻具有可行解，则由定理１得到的控制增益Ｋｋ 使得基于观测器的闭环

系统是可容许的。
证明　 考虑带有误差项的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

Ｖ Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( ) ，Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) ＝
Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) ＴＰｋ Ｉ２ ⊗ ｘ ｔ( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) Ｔ Ｉ２ ⊗ Ｅ( ) ＴＰｋ Ｉ２ ⊗ ｅ ｔ( )( ) ，
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其中 Ｐｋ ＝
æ

è
ç∑

２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ( )( )

ö

ø
÷

Ｔ

。 根据不等式（９），可得

ｓｙｍ{∑
２

ｉ ＝ １
∑

２

ｊ ＝ １
Θｉｊ ⊗ ＥＴＱｉｊ

�Ａ( )( ) ＋ Ｉ２ ⊗ ＱＴＥＴ
０
�Ａ( ) } ＜ ０，

其中 �Ａ ＝
Ａ ＋ ＢＫ － ＢＫ

０ Ａ － ＬＣ
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú 。 由引理 ７ 可知，闭环系统是可容许的。 定理 ２ 得证。

４　 仿真算例

考虑不确定分数阶系统（１），具体参数取为：

Ｅ ＝
１ １ １
０ １ １
０ ０ ０

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，Ａ ＝
－ １ １ － １
２ － ２ － １
４ １ － ４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，Ｂ ＝
１
１
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，Ｃ ＝
１
０
１

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

Ｔ

，Ｇ ＝
０．２ ０．４ ０．５
０．３ ０．２ ０．１
０．２ ０．４ ０．６

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，Ｈ ＝
０．２ ０．３ ０．１
０．１ ０．３ ０．４
０．１ ０．２ ０．４

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，

Ｑ１ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，Ｒ ＝
１ ０ ０
０ １ ０
０ ０ １

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

，Ｆ ｔ( ) ＝ ｄｉａｇ ( ｓｉｎ ０．１πｔ( ) ，ｓｉｎ ０．２πｔ( ) ，ｃｏｓ ０．１πｔ( ) )，α ＝ ０．６，

初始条件取为 ｘ０ ＝ ０．２ ０ － ０．１[ ] Ｔ。 设Ｅ０ ＝ ０ ０ １[ ] Ｔ，利用Ｍａｔｌａｂ 中的ＬＭＩ 工具箱求解不等式（１０）、
（１１），得到增益矩阵为 Ｋ ＝ ０．１０７ ３ － ０．３５４ ２ ２．６５７ ８[ ] ，Ｌ ＝ － １．５４２ ３ ０．６１７ ２ － １．６６３ ２[ ] Ｔ。
　 　 在控制器的作用下，分数阶不确定系统的状态响应曲线和控制输入曲线如图 １、２ 所示。 在图 １ 中，闭环

系统的状态均收敛于零；图 ２ 显示系统的控制输入全局有界且收敛于零。 因此，仿真结果表明本文设计的鲁

棒预测控制算法的有效性，同时可以确保闭环系统的容许性。

５　 结论

本文研究一类具有参数不确定性的分数阶广义系统的鲁棒预测控制问题，通过利用 Ｋｒｏｎｅｃｋｅｒ 积的性质

对闭环系统进行了等价变换，推导得到观测器型鲁棒预测控制器存在的充分条件，并通过仿真结果验证了设

计方案的有效性。 当系统状态不完全可量测时，可以考虑设计基于输出反馈的鲁棒预测控制算法。

图 １　 闭环系统的状态响应曲线

Ｆｉｇ．１ Ｓｔａｔｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｌｏｓｅｄ⁃ｌｏｏｐ ｓｙｓｔｅｍ
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图 ２　 控制输入变化曲线

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ
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