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具有未知增长率的一类上三角非线性
多智能体系统的协同控制
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( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要: 基于有向领导者－追随者型的网络拓扑结构，研究了一类具有未知增长率的上三角非线性多智能体系

统的协同控制问题。首先，通过引入坐标变换，将原系统转换为带有时间增益的等效系统; 其次，针对标称系

统进行控制器设计，获得原系统的分布式时变状态反馈控制器。所设计的控制器能够保证追随者与领导者

的输出跟踪误差有界，且闭环系统所有信号有界。最后，利用仿真实例验证了控制方案的有效性。
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多智能体系统的分布式协同控制广泛应用于现代工业自动化系统，尤其是大型机器人系统［1］和生

物系统［2］等领域，主要用来处理复杂的多变量控制问题，得到了控制界的较高关注，并取得了许多研究

成果［3—7］。文献［3］实现了一类线性多智能体系统的分布式输出调节和瞬态同步的协同控制; 文献［4］
利用内模原理，解决了一类具有加性扰动的不确定线性多智能体系统的鲁棒协同输出调节问题; 文献

［5］通过引入自适应分布式观测器，估计领导者的状态和系统矩阵，解决了多智能体系统的协同控制问

题; 文献［6］提出基于相邻智能体相对状态的分布式自适应非线性协议，可以实现追随者的状态收敛于

领导者的状态。当系统在控制方向未知且各智能体参数变化较大时，文献［7］基于 Nussbaum 增益技术

提出分布式自适应控制律，能够实现非线性多智能体系统的自适应协同输出目标。然而，上述研究方法

都不适用于解决上三角非线性多智能系统的协同控制问题。
实际应用中，平面垂直起降飞机［11］和车摆系统［12］等均利用上三角结构方程来描述，因此研究具有

上三角结构的非线性系统具有重要的理论和实际意义［8—12］。借助于齐次占优法和有限时间镇定技术，

文献［13］解决一类在不可测区域内具有高阶扰动的上三角非线性系统的全局输出反馈稳定问题; 文献

［14—15］分别通过状态反馈和输出反馈研究了一类上三角随机非线性系统镇定问题。在有向网络拓

扑结构下，文献［16］研究了一类具有随机上三角非线性多智能体系统的分布式控制器设计问题。需要

指出的是，文献［13—16］仅考虑系统的非线性项具有已知增长率，目前针对具有未知增长率的非线性

系统的研究成果相对较少。
本文主要研究一类具有未知增长率的上三角非线性多智能体系统的协同控制问题，与已有研究成

果相比，主要创新点包括两个方面: 1) 本文考虑的非线性项具有未知的增长率，系统更具一般性和实用

性; 2) 通过设计分布式时变状态反馈控制器，保证追随者与领导者的输出跟踪误差有界，且闭环系统所

有信号有界。

1 预备知识

设 G = ( V，ε，A) 表示 n 阶有向加权图，节点集 V = 1，2，…，n{ } ，弧集 ε⊂ V × V，A = ( aij ) n×n 是具有
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非负元素的加权邻接矩阵。( j，i) ∈ ε 表示节点 j 直接向节点 i 发送信息，j 称为 i 的父节点，i 称为 j 的子

节点; 节点 i 的邻域集合记为 Ni = j∈ V : ( j，i) ∈ ε，i≠ j{ }。如果节点 j 与节点 i 相邻，则 aij ＞ 0，否则

aij = 0; 假设加权图G不存在自循环，即 aii = 0。如果节点 i既没有父节点也没有子节点，则称该节点 i为

孤立节点; 如果节点 i没有父节点只有子节点，则称该节点为源。用V s = j∈ V | Nj = ∅{ } 表示V 中所有

源和孤立节点的集合，本文假设 V － V s≠∅。从节点 i1 到节点 ik 的序列( i1，i2 ) ，( i2，i3 ) ，…，( ik－1，ik ) 称

为有向路径。有向加权图G 的拉普拉斯矩阵 L 定义为L =D － A，这里D = diag κ 1，κ 2，…，κ n( ) 为度量矩

阵，κ i =∑
j∈Ni

aij。

本文考虑由 N 个追随者和 1 个领导者( 节点标记为 0) 组成的多智能体系统，用有向加权图�G = ( �V，
�ε) 表示，其中�V = 0，1，2，…，n{ }，�ε∈�V ×�V，如果( 0，i) ∈�ε，那么 0∈ Ni。令矩阵 H = B + L，这里 B =

diag b1，b2，…，bN( ) 是与 �G 相关联的前导邻接矩阵，若节点 0 与节点 i 相邻，则 bi ＞ 0，否则 bi = 0。

2 问题描述

本文考虑如下一类多智能体系统，其中第 i 个智能体的模型描述为:
�xij = xi，j +1 + fij( �xi，j +2 ) ，j = 1，2，…，ni － 2，

�xi，ni－1
= xi，ni，

�xi，ni
= ui，

yi = xi1，













( 1)

其中: xij∈Ｒ，ui∈Ｒ，yi∈Ｒ分别是第 i个系统的状态、控制输入和系统输出，�xij = xij，xi，j +1，…，xi，ni[ ] T ;

fij( �xi，j +2 ) 是仅依赖于状态变量 xi，j +2，xi，j +3，…，xi，ni 的非线性函数，与 xi，1，xi，2，…，xi，j +1 无关。
本文的控制目标是通过设计分布式时变状态反馈控制器 ui，实现多智能系统( 1) 的协同控制。
假设 1 对于 i = 1，2，…，N，j = 1，2，…，ni，存在未知常数 θ ＞ 0，使得

fij( �xi，j +2 ) ≤ θ ( xi，j +2 + xi，j +3 + … + xi，ni )。
假设 2 �G 是以领导者为根的有向图。
假设 3 领导者的输出 y0( t) ∈ Ｒ 和 �y0( t) ∈ Ｒ 有界，即存在常数 M ＞ 0，y0 ≤ M， �y0 ≤ M。
为完成分布式协同控制的设计，需要证明矩阵

Z =

1 － 1
d1

a11 － 1
d1

a12 … － 1
d1

a1N

－ 1
d2

a21 1 － 1
d2

a22 … － 1
d2

a2N

  ⋱ 

－ 1
dN

aN1 － 1
dN

aN2 … 1 － 1
dN

aNN























的可逆性，其中 di = bi +∑
N

s = 1
ais ＞ 0，i = 1，2，…，N。

引理 1 如果假设 2 成立，那么矩阵 Z 是可逆的。
证明 将矩阵 Z 变形为

Z = diag
1
d1

，
1
d2

，…，
1
dN

( ) ( B + D － A) = diag
1
d1

，
1
d2

，…，
1
dN

( ) H。

由假设 2，领导者是全局可达的，根据文献［19］中引理 4，矩阵H是正稳定的，即H的所有特征值具有正

实部，因此 H 可逆。结合 di ＞ 0，引理 1 得证。
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注 1 系统( 1) 是一类具有未知增长率的上三角非线性多智能体系统，这体现在两个方面: ( i) 系

统( 1) 中的非线性项仅依赖于后面的状态变量; ( ii) 假设 1 中的 θ 是完全未知的，即系统( 1) 存在未知

的增长率，因此文献［16］的控制方法不再适用。

3 协同控制器设计和闭环系统稳定性分析

本节将针对系统( 1) 设计时变状态反馈控制器，以实现多智能体系统的协同控制。首先，引入坐标

变换，将系统( 1) 转换为带有时间增益的等效系统; 其次，应用 Backstepping 方法设计分布式时变状态反

馈控制器，完成对系统( 1) 的分布式协同控制设计。

3．1 坐标变换

针对系统( 1) ，引入坐标变换: ηij = ( t + b) j －1xij，vi = ( t + b) niui，b 是已知常数。将变换代入系统( 1) ，

则得到具有时间增益的上三角非线性系统:

�ηij =
1

t + bηi，j +1 + j － 1
t + bηij + �fij( �ηi，j +2 ) ，j = 1，2，…，ni － 2，

�ηi，ni－1
= 1
t + bηi，ni

+
ni － 2
t + b ηi，ni－1，

�ηi，ni
= 1
t + b

vi +
ni － 1
t + b ηi，ni，

yi = ηi1，















( 2)

其中，�fij( �ηi，j +2 ) = ( t + b) j －1 fij( �xi，j +2 ) ，�ηij = η ij，η i，j +1，…，η i，ni[ ] T，i = 1，2，…，N，j = 1，2，…，ni － 2。根据

假设 1，可得

�fij( �ηi，j +2 ) ≤ θ( t + b) j －1∑
ni

p = j+2
xip ≤

θ
( t + b) 2∑

ni

p = j+2
ηip 。

3．2 标称系统的状态反馈控制

本节应用 Backstepping 方法，对如下标称系统进行状态反馈控制器设计:
�ηij = ηi，j +1 + ( j － 1) ηij，j = 1，2，…，ni － 1，

�ηi，ni
= vi + ( ni － 1) ηi，ni，

yi = ηi1。
{ ( 3)

第 1 步: 定义李雅普诺夫函数 Vi1 = 1
2 ζ

2
i1，ζ i1 =∑

N

s = 1
ais( yi － ys ) + bi( yi － y0 ) ，则

�Vi1 = ζi1 diηi2 －∑
N

s = 1
aisηs2 － bi

�y0( ) 。 ( 4)

利用假设 3 和 Young 不等式可得， － biζ i1
�y0 ≤

1
4
b2i M

2β －1
i1 ζ

2
i1 + β i1，这里 β i1 是任意正常数。代入式( 4)

中，可得

�Vi1 ≤ ζi1 diηi2 －∑
N

s = 1
aisηs2 + 1

4
b2i M

2β －1
i1 ζi1( ) + βi1。 ( 5)

构造第一个虚拟控制器

η*
i2 = － αi1ζi1 + 1

di
∑
N

s = 1
aisηs2，αi1 = 1

di
ci11 + 1

4
b2i M

2β －1
i1( ) ，

其中 ci11 ＞ 0。代入不等式( 5) ，可得
�Vi1 ≤－ ci11ζ

2
i1 + diζi1( ηi2 － η*

i2 ) + βi1。 ( 6)
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第 k 步: 假设在前面的第 k － 1 步存在李雅普诺夫函数 Vi，k－1 =∑
k－1

j = 1

1
2 ζ

2
ij，满足

�Vi，k－1 ≤－∑
k－1

j = 1
ci，k－1，jζ

2
ij +∑

k－1

j = 1
βij + ζi，k－1( ηik － η*

ik ) ，

其中，ζ ij = η ij － η *
ij ，η *

ij = － α i，j －1ζ i，j －1 + 1
di
∑
N

s = 1
aisη sj。

接下来证明结论仍适用于第 k 步。取 Vik = Vi，k－1 + 1
2 ζ

2
ik，ζ ik = η ik － η *

ik ，则

�Vik ≤－∑
k－1

j = 1
ci，k－1，jζ

2
ij + ζi，k－1ζik +∑

k－1

j = 1
βij +

ζik ηi，k+1 － 1
di
∑
N

s = 1
aisηs，k+1 + ( k － 1) ηik － ( k － 1)

1
di
∑
N

s = 1
aisηsk －∑

N

s = 1
∑
k－1

j = 1

∂η*
ik

∂ηsj
ηs，j +1 －

∂η*
ik

∂y0
�y0[ ] 。 ( 7)

根据上述设计可得，对 k = 1，2，…，j，
∂η *

ik

∂y0
= α i，k－1α i，k－2…α i1bi，这表明

∂η *
ik

∂y0
是常数。又有

∂η *
i，k+1

∂y0
= α ik

∂η *
ik

∂y0
，因此

∂η *
i，k+1

∂y0
也是常数。由假设 3 和 Young 不等式，可知

ζi，k－1ζik ≤ likkζ
2
i，k－1 + ρik1ζ

2
ik，

－
∂η*

ik

∂y0
�y0ζik ≤

1
4
∂η*

ik

∂y0( )
2

M2β －1
ik ζ

2
ik + βik，

ζik ( k － 1) ηik － 1
di
∑
N

s = 1
aisηsk( ) －∑

N

s = 1
∑
k－1

j = 1

∂η*
ik

∂ηsj
ηs，j +1[ ] ≤∑k－1j = 1

likjζ
2
ij + ρik2ζ

2
ik，

代入式( 7) ，可得
�Vik ≤－ ( ci，k－1，1 － lik1 ) ζ

2
i1 － ( ci，k－1，2 － lik2 ) ζ

2
i2 － … － ( ci，k－1，k－1 － li，k，k－1 － likk ) ζ

2
i，k－1 +

ζik ηi，k+1 － 1
di
∑
N

s = 1
aisηs，k+1 + ρik1 + ρik2 + 1

4
∂η*

ik

∂y0( )
2

M2β －1
ik[ ] ζik{ } +∑

k

j = 1
βij，

其中 likj，ρ ik1，ρ ik2 是正常数，β ij 是任意正常数，i = 1，2，…，N，j = 1，2，…，k。
构造第 k 个虚拟控制器为

η*
i，k+1 = － αikζik + 1

di
∑
N

s = 1
aisηs，k+1，

其中 α ik = cikk + ρ ik1 + ρ ik2 + 1
4
∂η *

ik

∂y0( )
2

M2，则有

�Vik ≤－∑
k

j = 1
cikjζ

2
ij + ζik( ηi，k+1 － η*

i，k+1 ) +∑
k

j = 1
βij， ( 8)

其中，cikj =

ci，k－1，j － li，k，j ＞ 0， j = 1，2，…，k － 2，

ci，k－1，j － li，k，j － li，k，j +1 ＞ 0， j = k － 1，

cikk ＞ 0， j = k。{
第 ni 步: 定义 Vi，ni

=∑
ni

j = 1

1
2 ζ

2
ij，类似于不等式( 8) 的推导过程，可得

�Vi，ni ≤－∑
ni－1

j = 1
ci，ni，jζ

2
ij +∑

ni

j = 1
βij + ζi，ni vi －

1
di
∑
N

s = 1
aisvs + ρi，ni，1

+ ρi，ni，2
+ 1

4
∂η*

i，ni

∂y0( )
2

M2β －1
i，ni[ ] ζi，ni{ } 。 ( 9)

根据不等式( 9) 和引理 1，下面给出系统( 3) 的分布式协同控制律。
定理 1 对于标称系统( 3) ，如果假设 2、3 成立，设计分布式协同控制器:
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vi = － αi，niζi，ni +
1
di
∑
N

s = 1
aisvs，i = 1，2，…，N， ( 10)

这里 α i，ni
= ci，ni，ni + ρ i，ni，1

+ ρ i，ni，2
+ 1

4
∂η *

i，ni

∂y0( )
2

M2，使得对李雅普诺夫函数 V =∑
N

i = 1
Vi，ni，满足

�V≤－∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1
ci，ni，jζ

2
ij +∑

N

i = 1
∑
ni

j = 1
βij。 ( 11)

证明 根据引理 1 和控制器( 10) ，可得

v1，v2，…，vN[ ] T = － α1，n1ζ1，n1，α2，n2ζ2，n2，…，αN，nNζN，nN[ ] T + diag
1
d1

，
1
d2

，…，
1
dN

( ) A v1，v2，…，vN[ ] T =

－ Z －1 α1，n1ζ1，n1，α2，n2ζ2，n2，…，αN，nNζN，nN[ ] T，

代入式( 9) ，可得到不等式( 11) 。进一步由引理 1 可知，矩阵 Z 是可逆的，因此 vi 是存在的。

3．3 稳定性分析

针对系统( 1) ，利用引理 1 和定理 1 设计分布式时变状态反馈控制器，实现协同控制目标。
定理2 针对系统( 1) ，基于假设 1 ～ 3 和有向网络拓扑结构�G，采用分布式时变状态反馈控制器

ui =
vi

( t + b) ni
，i = 1，2，…，ni，保 证 系 统 ( 1) 能 够 实 现 协 同 控 制，即: ( i) 对 于 任 意 初 始 值 x( t0 ) ，

lim
t→∞

yi － y0 有界; ( ii) 闭环系统的所有信号都有界。

证明 针对系统( 2) ，可知

�V≤－∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1

ci，ni，j
t + bζ

2
ij +∑

N

i = 1
∑
ni

j = 1

∂V
∂ηij

�fij +∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1
βij， ( 12)

其中

∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1

∂V
∂ηij

�fij ≤
θ

( t + b) 2∑
N

i = 1
[ diζi1 －∑

N

s = 1
aisζs1 +∑

ni

j = 2
( αi，j －1…αi1 diζij －∑

N

s = 1
aisζsj +

ζij －
1
di
∑
N

s = 1
aisζsj + ∑

ni

k = j+1
αi，k－1…αij ζik － 1

di
∑
N

s = 1
aisζsk ) ]·∑

ni

k = j+2

di

bi
ζik － αk－1ζi，k－1 ≤

β2

( t + b) 2∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1
ζ2ij，

代入式( 12) ，可得

�V≤－
β1

t + b∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1
ζ2ij +

β2

( t + b) 2∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1
ζ2ij + β0 = －

β1

t + b
V + －

β1

t + b
+

2β2

( t + b) 2( ) V + β0， ( 13)

其中，β 1 = min ci，ni，j{ } ，i = 1，2，…，N，j = 1，2，…，ni，β 0 =∑
N

i = 1
∑
ni

j = 1
β ij 是任意正常数，β 2 是依赖未知数 θ 的

常数。
由式( 13) 知，存在足够大的常数 T* ＞ 0 使得

�V≤－
β1

t + b
V + β0，∀t ＞ T* ， ( 14)

此外，根据 ∫
∞

0

β 1

t + b
= ∞，则有 �V≤ 0。结合 V 的定义，可得到 ζ ij 是有界的。进一步由 ζ i1 的定义可以得到

ζ1 = ζ11，…，ζN1[ ] T = ∑
N

s = 1
a1s( y1 － ys ) + b1( y1 － y0 ) ，…，∑

N

s = 1
aNs( yN － ys ) + bN( yN － y0 )[ ] T =

( L + B) ( y － 1Ny0 ) ，

通过假设 2 和式( 14) ，对任意 t ＞ T* ，则

yi － y0 ≤ y － 1Ny0 ≤ ( L + B) －1 ζ1 ≤ ε， ( 15)

其中 ε 是任意正常数。因此，输出跟踪误差是有界的。
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进一步，由式( 3) 、( 15) 和假设 3 可知，η ij 是有界的，而坐标变换是等价的，因此式( 1) 的所有信号

都是有界的。
注 2 由式( 13) 得到多智能体系统的几乎必然收敛性，而不是渐近稳定性。这是因为式( 13) 中的

β 2 依赖于未知参数 θ，该式右侧在某个初始时间间隔可能为正值，这表明跟踪误差的渐近稳定性不能由

式( 13) 推导得到。

4 仿真例子

考虑三连杆圆柱形机械臂［17］，其结构如图 1 所示，其中第 i 个系统可描述为

Mi q̈i + Ci( qi，�qi ) �qi + Di( qi ) �qi = τi，i = 1，2，3，

其中，qi = qi1，qi2，…，qin[ ] T∈Ｒn 是关节变量向量，τ i∈Ｒm 是控制输入，Mi∈Ｒn×n 是正定的惯性矩阵，

Ci( qi，�qi ) 是关于离心力和哥氏力的结合项，Di( qi ) 表示摩擦项。

网络通信拓扑�G 如图 2 所示，由 3 个追随者和 1 个领导者组成，其中领导者的输出为 y0 =
1

1 + t
。根

据文献［20］，系统的状态空间模型为
�xi1 = xi2 + fi( xi3 ) ，

�xi2 = xi3，

�xi3 = ui，

yi = xi1，i = 1，2，3，













( 16)

其中，f1 = x13sin x13，f2 = a1x23，f3 = a2sin x33，a1，a2 是未知常数。显然，模型( 16) 是上三角系统。定义

输出跟踪误差 ei = yi － y0( i = 1，2，3) ，由定理 2，设计如下时变状态反馈控制器:

u1 = －
17x13

( t + b)
－

170x12
( t + b) 2

－
680x11

( t + b) 3
+

680y0
( t + b) 3，

u2 = －
17x23

( t + b)
－

170x22
( t + b) 2

－
850x21

( t + b) 3
+

170x11
( t + b) 3

+
680y0

( t + b) 3，

u3 = －
15x33

( t + b)
－

150x32
( t + b) 2

－
600x31

( t + b) 3
+

600y0
( t + b) 3。

图 1 三连杆圆柱形机械臂的结构图

Fig．1 Structure diagram of three-link cylindrical manipulator

图 2 通信拓扑 �G

Fig．2 The communication topology �G

针对模型( 16) ，选取 a1= 1，a2 =
1
5

，b = 6，并设置初始条件 x11 = － 2，x21 = 5，x31 = － 1，xi2 = － 2，xi3 = 1，

i = 1，2，3，仿真结果见图 3、4。由图 3 可见，闭环系统的输出跟踪误差 ei 和控制输入 ui 均有界; 图 4 表明
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闭环系统的所有状态 xij 均有界。仿真结果说明本文所设计的控制方法是有效的。

( a) 跟踪误差 ( b) 控制输入

图 3 跟踪误差和控制输入的响应曲线

Fig．3 The response curves of tracking errors and control inputs

图 4 闭环系统的状态响应曲线

Fig．4 The response curves of the closed-loop system states

5 结论

本文研究了一类增长率未知的上三角非线性系统在有向网络拓扑结构下的协同控制问题。为了补
偿系统的不确定性，设计了基于分布式的时变状态反馈控制器，实现了追随者与领导者的输出跟踪误差
有界，同时保证闭环系统所有信号有界。最后，利用仿真实例说明了所提控制方案的有效性。
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Cooperative Control for a Class of Upper-triangular Nonlinear
Multi-agent Systems with Unknown Growth Ｒates

SUN Zeze，LI Wuquan

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: This paper concerns the cooperative control for a class of upper-triangular nonlinear multi-agent sys-
tems with unknown growth rates under the directed leader-followers type network topology．Firstly，the original
system was transformed into an equivalent one with a time gain by introducing a coordinate transformation．Sec-
ondly，a distributed time-varying state feedback controller for the nominal system was designed．It is proved that
the followers can achieve bounded output tracking of the leader，and all signals of the closed-loop system are
bounded by the designed controller．Finally，the effectiveness of the control scheme was verified through a simu-
lation example．
Keywords: unknown growth rates; upper-triangular nonlinear multi-agent systems; cooperative control; time-va-
rying state-feedback ( 责任编辑 顾建忠)


