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投资机会约束下投资组合的模型预测控制

赵瑜慧，刘晓华

（鲁东大学　 数学与统计科学学院，山东 烟台 ２６４０３９）

摘要：在投资机会约束的前提下，本文提出基于跟踪策略的投资风险最小化的投资组合优化问题。 构建投资

组合的状态空间模型，设计多步模型预测控制器，将投资机会约束转化为多步概率集约束，设计了基于模型

预测控制的投资组合策略。 最后，针对风险损失容忍度不同的投资者，通过分析数据验证了投资策略的有

效性。
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　 　 投资组合优化问题是投资者选择不同的资产投资，在给定风险下使获取的收益最大化，或者在给定

的收益下使风险最小化。 文献［１］提出了投资组合理论，建立了投资组合优化问题的经典均值－方差模

型。 由于静态分析在现实应用中局限性大，文献［２］考虑连续时间的动态投资组合优化问题，使用效用

函数刻画不同投资者的收益－风险偏好特征。 但效用函数的可操作性较弱，文献［３］构建了连续动态均

值－方差模型。 均值－方差模型依赖于过去数据的参数估计，文献［４—５］通过在财富跟踪策略下建立了

风险目标函数，发现跟踪策略下的财富增长轨迹更加稳定。
由于投资过程存在很多实际限制，投资者须考虑金融市场中具有现实特征的投资约束。 在实际进

行投资决策时，投资者为权衡投资组合的收益，往往先根据个人的具体情况设置投资组合收益的下限，
但鉴于未来市场的不确定性，所做决策需保证在不利情况发生时收益不能低于该下限。 因此，文献［６］
提出投资机会约束，即在不利情况发生时，投资决策使收益约束不小于规定的置信水平，通过概率约束

控制投资风险。 文献［７—９］在收益率符合正态分布的假设下，利用资产收益率的方差度量风险，构建

了在投资机会约束下的投资组合模型，解决了投资风险最小化的投资优化问题。 文献［１０］进一步研究

了长期投资中收益、风险和投资期限三者的关系，构建了投资机会约束下的动态投资组合模型。
考虑到金融市场的波动性，文献［１１］指出投资组合优化不是单阶段投资过程，而是一个长期的多

阶段投资过程；文献［１２］进一步发现多期投资便于利用投资市场的信息变化及时调整投资组合。 文献

［１３］提出模型预测控制（ｍｏｄｅｌ ｐｒｅｄｉｃｔｉｖｅ ｃｏｎｔｒｏｌ，ＭＰＣ）方法，采用滚动优化的方式在有限时域内对系统

施加控制作用，使系统满足目标函数。 由于 ＭＰＣ 能够有效处理系统约束，文献［１４—１５］引入多步概率

集，将机会约束转化为多步概率集的确定性约束，提出了解决带有机会约束的不确定系统优化问题的

ＭＰＣ 策略。 文献［１６］考虑了带有投资机会约束的单周期投资组合优化问题，建立具有联合椭圆不确定

集的鲁棒投资组合选择模型，得到约束条件的线性矩阵不等式（ｌｉｎｅａｒ ｍａｔｒｉｘ ｉｎｅｑｕａｌｉｔｙ ，ＬＭＩ）形式，进而

将投资组合优化问题转化为易处理的凸规划问题。 总之，投资者可以利用 ＭＰＣ 方法进行多期投资，根
据市场信息变化对资产组合进行动态调整，以解决投资组合优化问题［１７—１９］。

本文提出了带有投资机会约束的投资组合 ＭＰＣ 策略。 根据文献［１４—１６］的转化思想，利用多步状态

反馈控制器将投资机会约束转化为多步概率集约束，通过滚动优化的方法，得到投资组合约束和投资风险

目标函数的 ＬＭＩ 形式，从而将多周期的投资组合优化问题转化为 ＬＭＩ 约束下的有限时域 ＭＰＣ 问题。



　 第 ２ 期 赵瑜慧，等：投资机会约束下投资组合的模型预测控制 １２３　　

１　 投资组合模型

考虑投资组合中前 ｎ个资产为风险资产，第ｎ ＋ １个资产为无风险资产，假设投资过程由多个投资阶段

组成，在每个阶段投资者可以获取有关资产价格的新信息，并通过出售或购买一些资产以应对市场变化。
将 ｋ 时刻第 ｉ 个风险资产的价格记为 Ｓｉ（ｋ），则第 ｉ 个风险资产在 ｋ 时刻的收益率为

βｉ（ｋ） ＝
Ｓｉ（ｋ） － Ｓｉ（ｋ － １）

Ｓｉ（ｋ － １）
，ｉ ＝ １，２，…，ｎ。

设 ｕｉ（ｋ）（ ｉ ＝ １，２，…，ｎ） 为 ｋ时刻第 ｉ个风险资产的交易金额。 ｕｉ（ｋ） ＞ ０，ｕｉ（ｋ） ＜ ０分别表示 ｋ时刻购

买和出售第 ｉ个风险资产；ｕｉ（ｋ）＝ ０表示不交易。 根据文献［５］ 的投资组合模型，第 ｉ个风险资产在 ｋ ＋ １
时刻的资产价值为

ｘｉ（ｋ ＋ １） ＝ （１ ＋ βｉ（ｋ））（ｘｉ（ｋ） ＋ ｕｉ（ｋ））， （１）
其中， ｘｉ（ｋ） 表示 ｋ 时刻第 ｉ 个风险资产的资产价值。 而无风险资产在 ｋ ＋ １ 时刻的资产价值为

ｘｎ＋１（ｋ ＋ １） ＝ （１ ＋ ｂ）（ｘｎ＋１（ｋ） ＋ ｕｎ＋１（ｋ））， （２）
其中， ｂ 为无风险资产的收益率，ｕｎ＋１（ｋ） ≥ ０ 为无风险资产的交易金额。 因此，ｋ 时刻投资组合财富为

ｙ（ｋ） ＝ ∑
ｎ＋１

ｉ ＝ １
ｘｉ（ｋ）。 （３）

　 　 令 ｘ（ｋ） ＝ ｘ１（ｋ），ｘ２（ｋ），…，ｘｎ＋１（ｋ）[ ] Ｔ ∈ Ｒｎ＋１ 为 投 资 组 合 系 统 的 状 态 向 量，ｕ（ｋ） ＝
ｕ１（ｋ），ｕ２（ｋ），…，ｕｎ＋１（ｋ）[ ] Ｔ ∈ Ｒｎ＋１ 为控制向量，投资组合财富 ｙ（ｋ） 为输出变量，则由式（１）（３）得到

投资组合模型为：
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ），
ｙ（ｋ） ＝ Ｃｘ（ｋ），{ （４）

其中，系统矩阵 Ａ（ｋ） ＝ ｄｉａｇ（１ ＋ β １（ｋ），１ ＋ β ２（ｋ），…，１ ＋ β ｎ（ｋ），１ ＋ ｂ），输入矩阵Ｂ（ｋ） ＝ Ａ（ｋ），输出向

量 Ｃ ＝ １，１，…，１[ ] ∈ Ｒ１×（ｎ＋１）。
未来投资市场的不确定性会对终期财富产生不利影响，当不利情况发生时，由于不能满足事先制定

的投资约束条件，因此对投资组合模型（４） 增加投资机会约束条件的限制，使得期望财富不小于参考财

富的概率不小于规定的置信水平，即 Ｐｒ ｙ（ｋ ＋ ｉ） ≥ �ｙ（ｋ ＋ ｉ）( ) ≥ ｐ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。 其中：�ｙ ｋ( ) 为 ｋ 时刻

的参考财富，且 �ｙ ｋ ＋ １( ) ＝ １ ＋ ｄ( ) �ｙ ｋ( )，�ｙ ０( ) ＝ ｙ ０( ) ， ｄ 为参考收益率； ｐ ∈ ０，１( ] 为规定的置信水平，
ｐ 越大表示投资者对风险的容忍度越小。 令 ｐ^ ＝ １ － ｐ， 投资机会约束等价于

Ｐｒ ｙ（ｋ ＋ ｉ） ＜ �ｙ（ｋ ＋ ｉ）( ) ≤ ｐ^，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ。 （５）
当无风险资产的价值小于零时，投资者对无风险资产投资不会获得收益，反而亏损，因此无风险资产的

价值不小于零，即 ｘｎ＋１（ｋ ＋ １） ≥０，则 ｘｎ＋１（ｋ） ＋ ｕｎ＋１（ｋ） ≥０。 假设允许卖空，卖空金额受 ａｉ ≥０限制，所
以 ｘｉ（ｋ） ＋ ｕｉ（ｋ） ≥－ ａｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ。 令 ａ ＝ （ － ａ１， － ａ２，…， － ａｎ，０） Ｔ， 则

ｘ（ｋ） ＋ ｕ（ｋ） － ａ ≥ ０。 （６）
如果禁止卖空，则 ａｉ ＝ ０，即 ｘｉ（ｋ） ＋ ｕｉ（ｋ） ≥ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ。 由于交易金额过高或过低会影响市场秩

序，本文假设第 ｉ 个资产的最小、最大交易金额分别为 － ｕｉ，ｕｉ， 则

－ ｕｉ ≤ ｕｉ ｋ( ) ≤ ｕｉ。 （７）

２　 基于 ＭＰＣ 的投资策略

２．１　 投资约束的转化

投资组合策略是通过期望财富跟踪参考财富轨迹以实现投资风险最小化，本节利用系统变量误差

构建投资组合的增广系统，并通过财富误差轨迹描述期望财富与参考财富之间的跟踪效果。
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由式（４）得到

Δｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）Δｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）Δｕ（ｋ），
Δｙ（ｋ） ＝ ＣΔｘ（ｋ），{ （８）

其中， Δｘ（ｋ） ＝ ｘ（ｋ） － ｘ（ｋ － １），Δｕ（ｋ） ＝ ｕ（ｋ） － ｕ（ｋ － １），Δｙ（ｋ） ＝ ｙ（ｋ） － ｙ（ｋ － １）。
设 ｅ（ｋ） 表示期望财富与参考财富之间的误差，即 ｅ（ｋ） ＝ ｙ（ｋ） － �ｙ（ｋ），则 ｋ ＋ １ 时刻误差方程为

ｅ（ｋ ＋ １） ＝ ｅ（ｋ） ＋ ＣＡ（ｋ）（Δｘ（ｋ） － Δ�ｘ（ｋ）） ＋ ＣＢ（ｋ）Δｕ（ｋ）， （９）
其中， Δ�ｘ（ｋ） 为期望状态误差，满足 Δ�ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）Δ�ｘ（ｋ）。 令 ｄ（ｋ） ＝ ｄ（１ ＋ ｄ） ｋ �ｙ（０），则 ｄ（ｋ － １） ＝
ＣΔ�ｘ（ｋ）。 由式（８）、（９），则投资组合的增广系统为

Ｘ ｋ ＋ １( ) ＝ Ａｅ（ｋ）Ｘ（ｋ） ＋ Ｂｅ（ｋ）Ｕ（ｋ）， （１０）

其中， Ｘ ｋ( ) ＝ Δｘ（ｋ） － Δ�ｘ（ｋ）
ｅ（ｋ）
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ê

ù

û
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ú
，Ｕ ｋ( ) ＝
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０
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ë
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ú ，Ａｅ（ｋ） ＝
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é

ë
ê
ê

ù

û
ú
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设计多步状态反馈控制器

Ｕ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ＝ ＫｉＸ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ，ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ， （１１）
其中， Ｋｉ 是反馈增益矩阵。

定义集合 �Ωｅ ≜ Ｃｏ Ａ１
ｅ，Ｂ１

ｅ[ ] ， Ａ２
ｅ，Ｂ２

ｅ[ ] ，…， Ａ２ｎ
ｅ ，Ｂ２ｎ

ｅ[ ]{ } ，满足 Ｐｒ Ａｅ ｋ( ) ，Ｂｅ ｋ( )[ ] ∈ �Ωｅ{ } ≤ ｐ^。

引理 １［１４］ 　 对于满足ＧＸ（ｋ ＋ ｉ） ≤ ｈ且 Ｐｒ Ｘ ｋ ＋ ｉ ＋ １( ) ∈ Ωｉ ＋１ Ｘ ｋ ＋ ｉ( ) ∈ Ωｉ{ } ≤ ｐ^，ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ

的多步概率集 Ωｉ{ } Ｎ
ｉ ＝ ０，Ωｉ ＝ Ｘ ＸＴＱ －１

ｉ Ｘ ≤ １{ } ，Ｑｉ＞ ０。 若状态变量Ｘ ｋ( )∈Ω０，则Ｐｒ Ｘ ｋ ＋ ｉ( )∈ Ωｉ{ } ≤ ｐ^，
ｉ ＝ １，２，…，Ｎ ＋ １，即投资组合系统（４） 在 ｋ ＋ ｉ 时刻均满足投资机会约束（５），其中 ΩＮ＋１ ＝ ΩＮ，Ｇ ＝
０１×（ｎ＋１），１[ ] ，ｈ ∈ Ｒ。

根据引理 １，将投资机会约束（５） 转化为多步概率集约束。
定理 １　 针对增广系统（１０），若反馈增益矩阵 Ｋｉ ＝ Ｙ ｉＱ

－１
ｉ ，则投资组合系统（４） 在控制器（１１） 的作

用下满足投资机会约束（５） 的充分条件是：存在矩阵 Ｑｉ，Ｙ ｉ ∈ Ｒ（ｎ＋２） ×（ｎ＋２） 和常数 Ｗ１
ｉ ，使得 ＱＮ＋１ ＝ ＱＮ，

ＹＮ＋１ ＝ ＹＮ， 以及

１ ＸＴ ｋ( )

Ｘ ｋ( ) Ｑ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥ ０， （１２）

Ｑｉ ∗

Ａｍ
ｅ Ｑｉ ＋ Ｂｍ

ｅ Ｙ ｉ Ｑｉ ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥ ０， （１３）

Ｗ１
ｉ ＧＱｉ

∗ Ｑｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥ ０，Ｗ１

ｉ ≤ ｈ２， （１４）

其中， Ａｍ
ｅ ，Ｂｍ

ｅ[ ] （ｍ ＝ １，２，…，２ｎ） 表示集合 �Ωｅ 的顶点。
证明 　 根据 Ｓｕｒｃｈ 补引理，Ｘ ｋ( ) ∈ Ω０， 即 ＸＴ ｋ( ) Ｑ －１

０ Ｘ ｋ( ) ≤ １， 该式等价为式 （１２）。 因为

Ｐｒ Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) ，Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( )[ ] ∈ �Ωｅ{ } ≤ ｐ^， 所以由式（１３）得到

Ｑｉ ∗
Ａｅ（ｋ ＋ ｉ）Ｑｉ ＋ Ｂｅ（ｋ ＋ ｉ）Ｙ ｉ Ｑｉ ＋１

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥ ０，

由于 Ｋｉ ＝ Ｙ ｉＱ
－１
ｉ ，且 Ｘ ｋ ＋ ｉ( ) ∈ Ωｉ， 从而得到

ＸＴ ｋ ＋ ｉ( ) Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) ＋ Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｋｉ( ) ＴＱ －１
ｉ ＋１ Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) ＋ Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｋｉ( ) Ｘ ｋ ＋ ｉ( ) ≤ １，

则 ＸＴ ｋ ＋ ｉ ＋ １( ) Ｑ －１
ｉ ＋１Ｘ ｋ ＋ ｉ ＋ １( ) ≤ １，Ｐｒ Ｘ ｋ ＋ ｉ ＋ １( ) ∈ Ωｉ ＋１ Ｘ ｋ ＋ ｉ( ) ∈ Ωｉ{ } ≤ ｐ^ 成立。 此外，由文

献［１５］ 定理 ７，式（１４） 保证 ＧＸ（ｋ ＋ ｉ） ≤ ｈ 成立。 定理 １ 得证。
定理２　 若反馈增益矩阵Ｋｉ ＝Ｙ ｉＱ

－１
ｉ ，则投资组合系统（４） 在控制器（１１） 作用下满足投资约束（６）、

（７） 的充分条件是：存在矩阵 Ｑｉ，Ｙ ｉ，Ｕｉ ∈ Ｒ（ｎ＋２） ×（ｎ＋２） 和常数 Ｗ２
ｉ ，满足 ＱＮ＋１ ＝ ＱＮ，ＹＮ＋１ ＝ ＹＮ， 以及
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Ｗ２
ｉ － （ＧＱｉ ＋ ＣＦＹ ｉ）

∗ Ｑｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥ ０，Ｗ２

ｉ ≤ �ｙ（ｋ ＋ ｉ） － Ｃ（ａ － ｕ）( ) ２， （１５）

Ｕｉ ＦＹ ｉ

∗ Ｑｉ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥ ０，Ｕｉ，ｊｊ ≤ ｕ２

ｊ ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ ＋ １， （１６）

其中： Ｆ ＝ Ｉｎ＋１，０（ｎ＋１） ×１[ ] ，Ｕｉ，ｊｊ 表示对称矩阵Ｕｉ 对角线上的元素；ｕ ＝ ｕ１，ｕ２，…，ｕｎ＋１( ) Ｔ ∈Ｒｎ＋１，ｕ ｊ 表示 ｕ
的第 ｊ 个元素，即第 ｊ 个资产交易金额的限制金额。

证明 　 约束（６） 等价于ＧＸ（ｋ） ＋ ＣＦＵ（ｋ） ≤ Ｃ（ａ － ｕ） － �ｙ（ｋ），由文献［１５］ 定理 ７，存在常数Ｗ２
ｉ ，

满足 Ｗ２
ｉ ≤ �ｙ（ｋ ＋ ｉ） － Ｃ（ａ － ｕ）( ) ２，则式（１５） 保证约束（６） 成立。

由约束（７） 得到 Δｕ ｊ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ≤ ２ｕ ｊ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ ＋ １， 且

ｍａｘ
ｉ≥０

Δｕ ｊ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ２ ＝ ｍａｘ
ｉ≥０

ＦＹ ｉＱ
－１
ｉ Ｘ ｋ ＋ ｉ ｋ( )( ) ｊ

２ ≤ ＦＹ ｉＱ
－１
ｉ ＹＴ

ｉ ＦＴ( ) ｊ ＝ ＦＹ ｉＱ
－１
ｉ ＹＴ

ｉ ＦＴ( ) ｊｊ，

所以，存在矩阵 Ｕｉ ∈Ｒ（ｎ＋２） ×（ｎ＋２），满足Ｕｉ，ｊｊ ≤ ｕ２
ｊ ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ ＋ １，使得式（１６）保证约束（７）成立。 定理

２ 得证。

２．２　 投资组合的 ＭＰＣ

本节将投资组合优化问题归结为收益约束下的风险优化问题，投资策略是通过跟踪参考财富轨迹，
在资产之间进行动态配置以实现风险最小化。 投资组合风险由期望财富和参考财富之间的条件均方误

差以及与交易金额有关的交易成本来衡量，每个投资阶段的目标定义为

Ｊ ｋ ＋ Ｎ ｋ( ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｅ { ｒ ｙ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) － �ｙ ｋ ＋ ｉ ｋ( )( ) ２ ＋ ΔｕＴ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ＲΔｕ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) } ， （１７）

其中， ｒ ＞ ０ 为投资组合财富与参考财富的误差权系数，Ｒ ＞ ０ 为交易金额加权矩阵，Ｎ 为预测时域。
综合以上分析，投资机会约束下风险最小化的投资组合优化问题归结为

ｍｉｎ
ｕ（ｋ ｋ）

Ｊ（ｋ ＋ Ｎ ｋ）

ｓ．ｔ．
ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ） ＋ Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ），
ｙ（ｋ） ＝ Ｃｘ（ｋ），
约束条件（５）（７）。

ì

î

í

ïï

ïï

（１８）

通过求解投资组合优化问题（１８）得到最优投资组合，即投资组合中每个资产的交易金额 ｕ ｋ ｋ( ) 。
定理 ３　 对于投资组合系统（４），已知 ｋ 时刻市场信息 ｘ（ｋ），若反馈增益矩阵 Ｋｉ ＝ Ｙ ｉＱ

－１
ｉ ，则在控制

器（１１） 作用下，投资组合优化问题（１８） 转化为增广系统的 ＭＰＣ 问题，即存在常数 γ ＞ ０， 满足

ｍｉｎ γ

ｓ．ｔ．
１ ＸＴ ｋ ｋ( )

Ｘ ｋ ｋ( ) Ｑ０

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
≥ ０， （１９）

Ｑｉ ∗ ∗ ∗
Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｑｉ ＋ Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｙ ｉ Ｑｉ ＋１ ∗ ∗

ｒＧＱｉ ０ γ ∗

Ｒ
１
２ ＦＹ ｉ ０ ０ γＩ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

≥ ０， （２０）

ＱＮ＋１ ＝ ＱＮ，ＹＮ＋１ ＝ ＹＮ。
　 　 证明　 针对增广系统（１０），投资目标函数（１７）的等价形式为

ｍｉｎ
Ｕ（ｋ ｋ）

Ｊ ｋ ＋ Ｎ ｋ( ) ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ ０
Ｅ { ｒ ＧＸ ｋ ＋ ｉ ｋ( )( ) ２ ＋ ＵＴ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ＦＴＲＦＵ ｋ ＋ ｉ ｋ( )} 。 （２１）

　 　 考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ Ｘ ｋ ＋ ｉ ｋ( )( ) ＝ ＸＴ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) Ｐ ｉＸ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ，Ｐ ｉ ＝ γＱ －１
ｉ ， 则

Ｖ Ｘ ｋ ＋ ｉ＋１ ｋ( )( )－ Ｖ Ｘ ｋ ＋ ｉ ｋ( )( )≤－ ｒ ＧＸ ｋ＋ ｉ ｋ( )( ) ２＋ ＵＴ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ＦＴＲＦＵ ｋ＋ ｉ ｋ( )[ ] ，（２２）
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根据文献［２０］， Ｖ Ｘ ∞ ｋ( )( ) ＝ ０。 对式（２２） 进行求和，并在 ｋ 时刻取期望，则
Ｖ Ｘ ｋ ＋ Ｎ ｋ( )( ) － Ｖ Ｘ ｋ ｋ( )( ) ≤－ Ｊ ｋ ＋ Ｎ ｋ( ) 。

由于 Ｐ ｉ ＞ ０，故 Ｖ Ｘ ｋ ＋ ｉ ｋ( )( ) ≥ ０，所以 Ｊ ｋ ＋ Ｎ ｋ( ) ≤ Ｖ Ｘ（ｋ ｋ）( ) ，即目标函数 Ｊ ｋ ＋ Ｎ ｋ( ) 的上界

为 ＸＴ ｋ ｋ( ) Ｐ０Ｘ ｋ ｋ( ) 。
因此，优化问题 （２１） 转化为最小化目标函数 Ｊ ｋ ＋ Ｎ ｋ( ) 的上界， 即存在常数 γ ＞ ０， 使

Ｖ Ｘ ｋ ｋ( )( ) ≤ γ。 令 Ｐ ｉ ＝ γＱ －１
ｉ ，式（２１） 等价为 ＬＭＩ 形式（１９）。

设计控制器 Ｕ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ＝ ＫｉＸ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ｉ ＝ ０，１，…，Ｎ( ) ，Ｋｉ ＝ Ｙ ｉＱｉ
－１， 则式（２２）为

ＸＴ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) [ Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) ＋ Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｋｉ( ) ＴγＱ －１
ｉ ＋１ Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) ＋ Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｋｉ( ) －

γＱ －１
ｉ ＋ ｒＧＴＧ ＋ ＫＴ

ｉ ＦＴＲＦＫｉ ]Ｘ ｋ ＋ ｉ ｋ( ) ≤ ０，

则Ｑｉ－ (Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｑｉ＋Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｙｉ )
Ｔ
Ｑ－１

ｉ＋１ (Ａｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｑｉ＋Ｂｅ ｋ ＋ ｉ( ) Ｙｉ )－ ｒγ －１ＱＴ
ｉ ＧＴＧＱｉ－ γ

－１ＹＴ
ｉ ＦＴＲＦＹｉ ≥０。

利用 Ｓｕｒｃｈ 补引理，该式等价为 ＬＭＩ 形式（２０）。 定理 ３ 得证。
根据定理 ３，将投资机会约束下风险最小化的投资组合优化问题（１８）转化为以下 ＭＰＣ 问题：

ｍｉｎ
Ｑｉ{ } Ｎｉ ＝ ０， Ｙｉ{ } Ｎｉ ＝ ０， Ｕｉ{ } Ｎｉ ＝ ０， Ｗ ｊｉ{ } Ｎｉ ＝ ０（ ｊ ＝ １，２）

γ

ｓ．ｔ．

Ｘ（ｋ ＋ １） ＝ Ａｅ（ｋ）Ｘ（ｋ） ＋ Ｂｅ（ｋ）Ｕ（ｋ），
Ｘ（ｋ ｋ） ＝ Ｘ（ｋ），
Ｕ（ｋ ＋ ｉ ｋ） ＝ ＫｉＸ（ｋ ＋ ｉ ｋ），Ｋｉ ＝ Ｙ ｉＱ

－１
ｉ ，

式（１２）（１６）、（２０）。

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（２３）

　 　 根据 ＭＰＣ 策略，投资组合系统（４）通过以下步骤进行滚动优化，进而得到长期的多阶段最优投资

组合策略。
１） 已知当前 ｋ 时刻投资组合信息 ｘ（ｋ），求得增广系统（１１） 的初始时刻状态 Ｘ（ｋ ｋ） ＝ Ｘ（ｋ）。
２） 利用 ＬＭＩ 工具箱求解 ＭＰＣ 问题（２３），得到当前 ｋ 时刻最优控制器 Ｕ ｋ ｋ( ) ＝ Ｋ０ ｋＸ ｋ ｋ( ) ，反馈

增益矩阵 Ｋ０ ｋ ＝ Ｙ０ ｋＱ
－１
０ ｋ， 那么 ｋ 时刻最优投资组合策略为 ｕ ｋ ｋ( ) ＝ Δｕ ｋ ｋ( ) ＋ ｕ ｋ － １( ) ＝

ＦＹ０ ｋＱ
－１
０ ｋＸ ｋ ｋ( ) ＋ ｕ ｋ － １( ) 。

３） 将最优投资组合策略施加于投资系统（４），得到ｘ（ｋ＋１）＝ Ａ（ｋ）ｘ（ｋ）＋ Ｂ（ｋ）ｕ（ｋ ｋ）， ｙ（ｋ）＝ Ｃｘ（ｋ）。
４） 在 ｋ ＋ １ 时刻，重复上述步骤。

３　 数据实例

本节通过实例验证投资策略的有效性，使用的资产数据参考文献［５，１９］。 投资者进行两个风险资

产（ＡＴ＆Ｔ Ｉｎｃ、美国银行）和一个无风险资产。 在初始时刻，投资者将所有投资财产均投资于无风险资

产，因此，资产的初始值分别为 ｘ１ ０( ) ＝ ０，ｘ２ ０( ) ＝ ０，ｘ３ ０( ) ＝ １，ｙ ０( ) ＝ �ｙ ０( ) ＝ １。
选取无风险资产收益率 ｂ ＝ ０. ００１，预期时域和控制时域均为 １０；假设禁止卖空，则 ａ ＝ （０，０，０） Ｔ；交

易限制金额为 ｕ ＝ （１，１，１） Ｔ。 误差权系数 ｒ ＝ ０. ００２，交易金额加权矩阵为 Ｒ ＝ ｄｉａｇ（０. ００１，０. ００１，
０. ００１），参考收益率 ｄ ＝ ０. ００１。 根据投资者对投资损失的容忍度较小、适中、较大三种情形，投资机会

约束概率 ｐ 分别取为 ０. ９、０. ５、０. １，通过仿真给出了不同容忍度下投资组合的期望财富和参考财富的轨

迹（图 １），以及投资于美国银行的交易金额（图 ２）。
由图 １ 可得：投资组合的期望财富整体处于上升趋势，说明经过一段时间后，基于 ＭＰＣ 的投资策略

能够保证不同容忍度的投资者获得收益；期望财富能够很好地跟踪参考财富，说明该投资策略可以根据

不同投资者的预期控制期望财富增长，并有效控制投资风险。 图 ２ 表明，针对具有不同容忍度的投资

者，风险资产满足交易金额约束。 综合图 １、２，本文提出的 ＭＰＣ 策略能够有效解决投资机会约束下长

期投资组合优化问题。
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图 １　 投资组合的期望财富和参考财富变化曲线

Ｆｉｇ．１ Ｖａｒｉａｔｉｏｎ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘｐｅｃｔｅｄ ａｎｄ ｒｅｆｅｒｅｎｃｅ ｗｅａｌｔｈ ｏｆ ｐｏｒｔｆｏｌｉｏ

图 ２　 投资于美国银行的交易金额

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｔｒａｄｉｎｇ ａｍｏｕｎｔ ｉｎｖｅｓｔｅｄ ｉｎ Ｂａｎｋ ｏｆ Ａｍｅｒｉｃａ

４　 结论

本文基于 ＭＰＣ 提出一种投资组合策略，解决了满足投资机会约束且最小化风险的投资组合优化问

题。 通过设计 ＭＰＣ 和多步概率集，得到满足投资机会约束和风险优化目标的充分条件，同时将投资组

合优化问题转化为 ＬＭＩ 约束下有限时域 ＭＰＣ 问题。 最后，基于真实数据分析 ＭＰＣ 策略的有效性，进一

步说明该策略可以使不同风险容忍度的投资者获得预期收益。
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