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一个改进的非线性时滞系统
Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 型稳定性判据

尹燕娜，冯立康，姚立强

（烟台大学　 数学与信息科学学院，山东 烟台 ２６４００５）

摘要：本文研究一类非线性时滞系统的稳定性问题，提出了一个改进的 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 型全局一致实用指数稳定

性判据。 与现有的稳定性判据相比，所提出的稳定性结论突破了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数导数必须是负定的限制条件，
允许其导数可以是不定的。 为了说明稳定性判据的合理性，给出了仿真算例进行验证。
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　 　 许多实际系统例如通讯系统、电力系统、网络传输系统等，其当前状态不仅仅与当前时刻的状态有

关，也受过去某段时间或某时刻状态的影响，将含有这种特征的系统称为时滞系统。 时滞的存在不仅会

导致系统的动态性能变差，甚至会影响系统的稳定性。 因此，近几十年来，很多学者对时滞系统进行了

深入研究，取得了大量的研究成果［１—７］。
研究时滞系统的稳定性是深入探究时滞系统各种性能的基础，关于时滞系统的研究方法主要是频

域方法［８］和时域方法［９］。 频域方法是最早研究时滞系统稳定性所采用的方法，主要通过特征根的分布

判别系统的稳定性，但该方法难以处理时变时滞项，且运算也相对复杂。 时域方法克服了频域方法对时

变时滞处理的局限性，是目前处理时滞系统稳定性和进行控制设计的主要方法。 时域方法主要包括

Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｋｒａｓｏｖｓｋｉｉ（Ｌ－Ｋ）泛函法和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ⁃Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ（Ｌ－Ｒ）函数法。 文献［１０—１２］使用 Ｌ－Ｋ 方法

研究时滞系统的稳定性以及控制问题，但需要时滞函数的导数小于 １；文献［１３—１５］采用 Ｌ－Ｒ 方法克

服了对时滞函数导数的限制，研究时滞系统的稳定性和控制设计问题。 其中，文献 ［ １３］ 基于

Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 方法研究了时滞系统的输出反馈问题；文献［１４］建立了改进的一致渐近稳定的稳定性判

据，降低了文献［４］中定理的保守性；文献［１５］利用 Ｌ－Ｒ 方法和脉冲控制理论，得到脉冲时滞系统的一

致稳定和全局指数稳定的稳定性判据。
以上研究成果要求 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的导数必须是负定的。 文献［１６］提出了新的比较原理，通过引入

时变不定号函数，得到了非线性时滞系统一致渐近稳定的稳定性判据，放宽了对 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数导数负

定的要求。 文献［１７］进一步提出了全局一致渐近稳定的稳定性定理，该定理突破了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数导数

负定的限制，允许其导数是不定的。 文献［１８］对具有时滞的时变切换系统，借助比较原理分别研究了

输入到状态稳定和积分输入到状态稳定。 文献［１９］提出了改进的一致渐近稳定的稳定性判据，通过引

入时间尺度型的一致渐近稳定函数，允许 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的导数可以是非负的。 文献［２０］基于一致渐近

稳定函数的概念、性质以及改进的比较原理，考虑了在 ｐ 阶矩意义下的渐近稳定和（积分）输入到状态

稳定，所得到的稳定性判据允许 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的导数是不定的。
上述文献大多研究系统的一致渐近稳定性，而实用稳定更具有实际应用价值。 在上述文献研究的

基础上，本文通过 Ｌ－Ｒ 方法研究了非线性时滞系统的实用稳定性，改进 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 型稳定性定理，利用
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Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数和一致渐近稳定函数建立了全局一致实用指数稳定的稳定性判据。 该判据突破了要求

Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数导数是负定的限制，且采用的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数证明方法较文献［２０］更加简便。

１　 问题描述

考虑如下非线性时滞系统
�ｘ（ ｔ） ＝ ｆδ（ｘ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）），ｔ），ｔ ≥ ｔ０， （１）

其中： ｘ（ ｔ） ∈ Ｒｎ 是系统的状态，τ（ ｔ）：［ ｔ０，∞ ） → ［０，�τ］ 是时滞函数，且�τ ≥０；ｆδ（ｘ，ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）），ｔ） ∈
Ｒｎ 含有可调参数 δ ∈Ｒｍ， ｆδ（０，０，ｔ） ＝ ０，且 ｆδ（ｘ，ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）），ｔ） 关于 ｔ分段连续，关于 ｘ和 ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））
满足局部 Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ条件；系统初始条件 ｘｔ０

＝ ｘ（ ｔ０ ＋ ｖ） ＝ ξ ＝ ξ（ｖ）： － �τ ≤ ｖ ≤ ０{ } ∈Ｃｂ（［ －�τ，０］；Ｒｎ）。
定义 １［１］ 　 对于系统（１），如果存在 ＫＬ 类函数 β 和常数 ｄβ ＞ ０，对任意 ｔ ≥ ｔ０，使得 ｘ（ ｔ） ≤

β（‖ξ‖，ｔ － ｔ０） ＋ ｄβ，则称系统（１） 是全局一致实用渐近稳定，这里通过调节参数 δ 使 ｄβ 被调节到任意

小；进一步，如果 β（‖ξ‖，ｔ － ｔ０） ＝ κ β‖ξ‖ｅ －ｃβ（ ｔ －ｔ０），则称系统（１） 是全局一致实用指数稳定，其中 κ β ＞
０，ｃβ ＞ ０。

注 １　 在定义 １ 中，若 ｄβ ＝ ０，则称系统（１） 是全局一致渐近稳定；当 ｘ（ ｔ） ≤ κ β‖ξ‖ｅ －ｃβ（ ｔ －ｔ０） 时，
称系统（１） 是全局一致指数稳定。

定义 ２［１７］ 　 对于系统 �χ（ ｔ） ＝ μ（ ｔ）χ（ ｔ）， μ（ ｔ） 是分段连续函数， 如果存在 ＫＬ 类函数 β， 使得
χ（ ｔ） ≤ β（ χ

０ ，ｔ － ｔ０），则称系统是全局一致渐近稳定，μ（ ｔ） 为一致渐近稳定函数。
注 ２　 由文献［１７］ 可知，μ（ ｔ） 为一致渐近稳定函数的充要条件是存在常数 λ ＞ ０ 和 ζ ≥ ０，使得

∫ｔ
ｔ０
μ（ ｓ）ｄｓ ≤－ λ（ ｔ － ｔ０） ＋ ζ。

２　 稳定性定理

定理 １　 对于系统（１），如果存在函数 Ｖ（ ｔ，ｘ） ∈ Ｃ１，２（［ ｔ０，∞ ） × Ｒｎ；Ｒ ＋），一致渐近稳定函数 μ（ ｔ），
以及常数 ｐ１ ＞ ０，ｐ２ ＞ ０，ｑ ＞ １，ｄτ ＞ ０， 使得

ｐ１ ｘ ２ ≤ Ｖ（ ｔ，ｘ） ≤ ｐ２ ｘ ２， （２）
当 Ｖ（ ｔ － τ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））） ≤ ｑＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ））， 有

�Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ≤ μ（ ｔ）Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＋ ｄτ， （３）
这里可以通过调节参数 δ 使 ｄτ 任意小，则系统（１） 是全局一致实用指数稳定。

证明 　 令 η ＝ ｍｉｎ λ，ｌｎ ｑ
�τ{ } ， 定义

Ｗ（ ｔ） ＝ ｍａｘ
－�τ≤ｖ≤０

ｅ�η（ ｔ ＋ｖ）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ，ｘ（ ｔ ＋ ｖ））{ } ，ｔ ≥ ｔ０， （４）

其中， �η ＝ η － ε ０，ε ０ ∈ （０，η）。 对任意 ｔ∈［ ｔ０，∞ ），定义 ｖ∗ ＝ ｍａｘ ｖ：Ｗ（ ｔ） ＝{ ｅ�η（ ｔ ＋ｖ）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ，ｘ（ ｔ ＋ ｖ）），
－ �τ ≤ ｖ ≤ ０} ，结合式（４），可以得到 Ｗ（ ｔ） ＝ ｅ�η（ ｔ ＋ｖ∗）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ∗，ｘ（ ｔ ＋ ｖ∗）），ｖ∗ ∈ ［ － �τ，０］。

情形 １：如果 ｖ∗ ＝ ０，由 ｖ∗ 的定义可知，对任意 ｖ ∈ ［ － �τ，０］，
ｅ�η（ ｔ ＋ｖ）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ，ｘ（ ｔ ＋ ｖ）） ≤ ｅ�η（ ｔ ＋ｖ∗）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ∗，ｘ（ ｔ ＋ ｖ∗）） ＝ ｅ�ηｔＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ））

成立，这说明

Ｖ（ ｔ － τ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））） ≤ ｅ�η�τＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ））。 （５）
如果 Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＝ ０，通过式（２）、（５），得到 ｘ（ ｔ － τ（ ｔ）） ＝ ０，ｘ（ ｔ） ＝ ０。 这意味着，对任意小的 Δｔ ＞ ０，有
Ｗ（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ ０， 进而得到

Ｄ ＋ Ｗ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
Δｔ→０ ＋

ｓｕｐ Ｗ（ ｔ ＋ Δｔ） － Ｗ（ ｔ）
Δｔ

＝ ０。
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如果 Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＞ ０，那么由式（５） 可知，存在常数 ｑ（ｑ ＝ ｅ�η�τ ＞ １），使得 Ｖ（ ｔ － τ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））） ≤
ｑＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ））。 因此，根据式（３）， �Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ≤ μ（ ｔ）Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ＋ ｄτ。 进一步得到

Ｈ（ ｔ ＋ Δｔ） － Ｈ（ ｔ） ＝ ∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

ｅ －∫ｓｔ０μ（ν）ｄν（ �Ｖ（ ｓ，ｘ（ ｓ）） － μ（ ｓ）Ｖ（ ｓ，ｘ（ ｓ）））ｄｓ ≤ ｄτ∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

ｅ －∫ｓｔ０μ（ν）ｄνｄｓ，

这里 Ｈ（ ｔ） ＝ ( ｅ －∫ｔｔ０μ（ ｓ）ｄｓ )Ｖ（ ｔ，ｘ），Δｔ ＞ ０。 从而

Ｗ（ ｔ ＋ Δｔ） ＝ ｅ�η（ ｔ ＋Δｔ）Ｖ（ ｔ ＋ Δｔ，ｘ（ ｔ ＋ Δｔ）） ≤ ｅ�η（ ｔ ＋Δｔ）Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｅ∫
ｔ＋Δｔ

ｔ
μ（ ｓ）ｄｓ ＋ ｄτｅ

�η（ ｔ ＋Δｔ）∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

ｅ∫
ｔ＋Δｔ

ｓ
μ（ν）ｄνｄｓ ≤

ｅ�η（ ｔ ＋Δｔ）Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｅ∫
ｔ＋Δｔ

ｔ
μ（ ｓ）ｄｓ ＋ ｄτｅ

�η（ ｔ ＋Δｔ）∫ｔ ＋Δｔ
ｔ

ｅ －λ（ ｔ ＋Δｔ－ｓ） ＋ζｄｓ ≤

ｅ�η（ ｔ ＋Δｔ）Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ））ｅ∫
ｔ＋Δｔ

ｔ
μ（ ｓ）ｄｓ ＋ ｄτｅ

�η（ ｔ ＋Δｔ） ｅζΔｔ ≜ Ｗ（ ｔ）ｅ∫
ｔ＋Δｔ

ｔ
（μ（ ｓ） ＋�η）ｄｓ ＋ ＵΔｔ，

其中 Ｕ ＝ ｄτｅ
�η（ ｔ ＋Δｔ） ｅζ。 由洛必达法则，可得

Ｄ ＋ Ｗ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
Δｔ→０ ＋

ｓｕｐ Ｗ（ ｔ ＋ Δｔ）－ Ｗ（ ｔ）
Δｔ

≤ ｌｉｍ
Δｔ→０ ＋

ｓｕｐ Ｗ（ ｔ） ｅ∫
ｔ＋Δｔ

ｔ
（μ（ ｓ） ＋�η）ｄｓ － １[ ]＋ ＵΔｔ

Δｔ
＝ �μ（ ｔ）Ｗ（ ｔ） ＋ ｄτｅζｅ�ηｔ，

其中，�μ（ ｔ）＝ μ（ ｔ）＋ �η是一致渐近稳定函数。 事实上，∫ｔ
ｔ０

�μ（ ｓ）ｄｓ ＝ ∫ｔ
ｔ０
（μ（ ｓ）＋ �η）ｄｓ≤－ （λ－ �η）（ ｔ－ ｔ０）＋ ζ，

这里 λ － �η ＞ ０，ζ ≥ ０。
情形 ２：如果 ｖ∗ ＜ ０，结合 ｖ∗ 的定义可以得 ｅ�η（ ｔ ＋ｖ）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ，ｘ（ ｔ ＋ ｖ）） ＜ ｅ�η（ ｔ ＋ｖ∗）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ∗，ｘ（ ｔ ＋ ｖ∗）），

对任意 ｖ∗ ＜ ｖ ≤ ０， 这意味着

Ｄ ＋ Ｗ（ ｔ） ＝ ｌｉｍ
Δｔ→０ ＋

ｓｕｐ Ｗ（ ｔ ＋ Δｔ） － Ｗ（ ｔ）
Δｔ

≤ ０。

　 　 综合情形 １、２ 可知，当 ｔ≥ ｔ０ 时，Ｄ ＋Ｗ（ ｔ） ≤�μ（ ｔ）Ｗ（ ｔ） ＋ ｄτｅζｅ�ηｔ 或Ｄ ＋Ｗ（ ｔ） ≤０。 当Ｄ ＋Ｗ（ ｔ） ≤０时，
结合 Ｗ（ ｔ） 的定义， 得到

ｅ�ηｔＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ≤ ｍａｘ
－�τ≤ｖ≤０

ｅ�η（ ｔ ＋ｖ）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ，ｘ（ ｔ ＋ ｖ））{ } ≤ Ｗ（ ｔ０）。 （６）

当 Ｄ ＋ Ｗ（ ｔ） ≤ �μ（ ｔ）Ｗ（ ｔ） ＋ ｄτｅζｅ�ηｔ 时，引入 �Ｗ（ ｔ） ＝ ｅ －∫ｔｔ０�μ（ ｓ）ｄｓＷ（ ｔ），对 �Ｗ（ ｔ） 求导知

Ｄ ＋ �Ｗ（ ｔ） ＝ ｅ －∫ｔｔ０�μ（ ｓ）ｄｓ（Ｄ ＋ Ｗ（ ｔ） － �μ（ ｔ）Ｗ（ ｔ）） ≤ ｄτｅζｅ �ηｔ－∫ｔｔ０�μ（ ｓ）ｄｓ( ) ，
对不等式左右两边在 ［ ｔ０，ｔ］ 上积分，得

Ｗ（ ｔ） ≤ ｅ∫
ｔ

ｔ０
�μ（ ｓ）ｄｓＷ（ ｔ０） ＋ ｄτｅζ∫ｔ

ｔ０
ｅ �ηｓ＋∫ｔｓ�μ（ν）ｄν( ) ｄｓ ≤ ｅ∫

ｔ

ｔ０
�μ（ ｓ）ｄｓＷ（ ｔ０） ＋ ｄτｅζ∫ｔ

ｔ０
ｅ �ηｓ－（λ－�η）（ ｔ －ｓ） ＋ζ[ ] ｄｓ ＝

ｅ∫
ｔ

ｔ０
�μ（ ｓ）ｄｓＷ（ ｔ０） ＋ ｄτｅ２ζｅ －（λ－�η） ｔ∫ｔ

ｔ０
ｅλｓｄｓ ≤ ｅ －（λ－�η）（ ｔ －ｔ０） ｅζＷ（ ｔ０） ＋

ｄτ

λ
ｅ２ζｅ�ηｔ，

进一步得到

ｅ�ηｔＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ≤ ｍａｘ
－�τ≤ｖ≤０

ｅ�η（ ｔ ＋ｖ）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ，ｘ（ ｔ ＋ ｖ））{ } ≤ ｅ －（λ－�η）（ ｔ －ｔ０） ｅζＷ（ ｔ０） ＋
ｄτ

λ
ｅ２ζｅ�ηｔ。 （７）

综合式（６）、（７）推出

ｅ�ηｔＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ≤ ｅ�η（ ｔ ＋ｖ∗）Ｖ（ ｔ ＋ ｖ∗，ｘ（ ｔ ＋ ｖ∗）） ≤ ｅζＷ（ ｔ０） ＋
ｄτ

λ
ｅ２ζｅ�ηｔ ≤

ｅζｅ�η（ ｔ０＋ｖ∗）Ｖ（ ｔ０ ＋ ｖ∗，ｘ（ ｔ０ ＋ ｖ∗）） ＋
ｄτ

λ
ｅ２ζｅ�ηｔ， （８）

进一步，由式（２）、（８）推得

ｐ１ ｘ（ ｔ） ２ ≤ Ｖ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ≤ ｅ －�η（ ｔ －ｔ０） ｅζＶ（ ｔ０ ＋ ｖ∗，ｘ（ ｔ０ ＋ ｖ∗）） ＋
ｄτ

λ
ｅ２ζ ≤ ｐ２ｅ

－�η（ ｔ －ｔ０） ｅζ‖ξ‖２ ＋
ｄτ

λ
ｅ２ζ，

即
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ｘ（ ｔ） ２ ≤
ｐ２

ｐ１
ｅζｅ －�η（ ｔ －ｔ０）‖ξ‖２ ＋

ｄτ

λｐ１
ｅ２ζ，

根据 ε ０ 的任意性以及文献［５］中引理 ６，可得

ｘ（ ｔ） ≤
ｐ２

ｐ１
ｅζｅ －�η（ ｔ －ｔ０）‖ξ‖２ ＋

ｄτ

λｐ１
ｅ２ζé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

１
２

≤
ｐ２

ｐ１
ｅζæ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｅ －
�η
２ （ ｔ －ｔ０）‖ξ‖ ＋

ｄτ

λｐ１

æ

è
ç

ö

ø
÷

１
２

ｅζ。 （９）

根据定义 １，系统（１）是全局一致实用指数稳定。
注 ３　 （ｉ） 根据定理 １ 的证明，如果式（３）中 ｄτ ＝ ０，结合式（９），系统（１） 是全局一致指数稳定。

（ｉｉ） 如果定理 １中 μ（ ｔ） ＝ － ｃ（ｃ ＞ ０），ｄτ ＝ ０，那么定理 １即为文献［４］ 中的定理 ４．２；如果 ｄτ ＝ ０，则定理

１ 为文献［１７］ 中的定理 １。 （ｉｉｉ） 相比于文献［４，１４］，本文突破了 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数导数是负定的限制，允
许其导数是不定的，根本原因是引入的一致渐近稳定函数μ（ ｔ） 的符号不定。 （ｉｖ） 与文献［２１］ 的引理１
相比，本文提出的稳定性判据中参数 ｄτ 是可调的，这使得系统能够实现实用稳定的性能，而不是系统状

态最终有界，因此本文得到的结论是对现有结论的进一步改进。

３　 仿真算例

考虑如下含有可调参数 δ 的非线性时滞系统：
�ｘ１ ＝ μ１（ ｔ）ｘ１＋ ｘ２ ＋ ｘ１（ ｔ － τ（ ｔ）），
�ｘ２ ＝ μ２（ ｔ）ｘ２＋ ｘ２（ ｔ － τ（ ｔ））＋ δｓｉｎ ｘ１，

{ （１０）

其中， μ １（ ｔ） ＝ － ２ － ０．５ｃ ＋ ０．２ｔｃｏｓ ｔ２，μ ２（ ｔ） ＝ － ２．５ － ０．５ｃ ＋ ０．２ｔｃｏｓ ｔ２，ｃ ＞ １。

令 ｘ ＝ ｘ１，ｘ２[ ] Ｔ，选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数 Ｖ（ｘ） ＝ １
２
ｘＴｘ ＝ １

２
（ｘ２

１ ＋ ｘ２
２）， 则

�Ｖ ≤ μ１（ ｔ）ｘ２
１ ＋ ｘ１ ｘ２ ＋ ｘ１ ｘ１（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋ μ２（ ｔ）ｘ２

２ ＋ ｘ２ ｘ２（ ｔ － τ（ ｔ）） ＋ δ ｘ２ ≤

μ３（ ｔ）∑
２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ ＋ ０．５∑

２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ （ ｔ － τ（ ｔ）） ＋ ０．５δ２，

其中 μ ３（ ｔ） ＝ － １ － ０．５ｃ ＋ ０．２ｔｃｏｓ ｔ２。

如果 Ｖ（ ｔ － τ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））） ≤ ｑＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ）），ｑ ＞ １，也就是∑
２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ （ ｔ － τ（ ｔ）） ≤ ｑ∑

２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ （ ｔ）， 那么，

�Ｖ ≤ μ３（ ｔ）∑
２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ ＋ ０．５ｑ∑

２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ ＋ ０．５δ２ ≤ （ － １ － ０．５ｃ ＋ ０．５ｑ ＋ ０．２ｔｃｏｓ ｔ２）∑

２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ ＋ ０．５δ２。

取 ｑ ＝ ｃ， 进而得到

�Ｖ ≤ （ － １ ＋ ０．２ｔｃｏｓ ｔ２）∑
２

ｊ ＝ １
ｘ２
ｊ ＋ ０．５δ２ ≜ μ（ ｔ）Ｖ ＋ ０．５δ２，

其中 μ（ ｔ） ＝ ２（ － １ ＋ ０．２ｔｃｏｓ ｔ２）。 由于∫ｔ
ｔ０
μ（ν）ｄν ＝ ∫ｔ

ｔ０
（ － ２ ＋ ０．４νｃｏｓ ν ２）ｄν ≤－ ２（ ｔ － ｔ０） ＋ ０．４，所以

μ（ ｔ） 是一致渐近稳定函数。 根据定理 １ 可知，系统（１０） 是全局一致实用指数稳定。
在仿真中，选取时滞函数为 τ（ ｔ） ＝ ０．１ ＋ ０．１ｓｉｎ ｔ，系统初值分别为 ｘ１（０） ＝ ２，ｘ２（０） ＝ － ２，参数 ｃ ＝ ｑ ＝

８，δ ＝ １，仿真结果见图１ ～ ２。 由图１可见，系统的状态可以收敛到０附近的很小邻域内；图２刻画了当 ｑ
＝ ８时，Ｒ（ ｔ）＝ Ｖ（ ｔ － τ（ ｔ），ｘ（ ｔ － τ（ ｔ））） － ｑＶ（ ｔ，ｘ（ ｔ）） ≤０的取值情况。 因此，仿真结果表明本文所提出

的稳定性判据是有效的。
注 ４　 对于系统（１０），若 δ ≠ ０， 使用现有的稳定性判据，例如文献［１７］的定理 １、文献［４］的定理

４．２，无法判别该系统的稳定性，因此，本文提出的 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 型稳定性判据弥补了已有文献的不足。
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图 １　 系统状态响应曲线

Ｆｉｇ．１ Ｔｈｅ ｒｅｓｐｏｎｓｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ｓｙｓｔｅｍ ｓｔａｔｅｓ

图 ２　 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 条件的验证结果

Ｆｉｇ．２ Ｔｈｅ ｖａｌｉｄａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ

４　 结论

通过引入一致渐近稳定函数，本文提出了一个改进的 Ｒａｚｕｍｉｋｈｉｎ 型全局一致实用指数稳定性判

据，所提出的稳定性判据放宽了对 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数导数严格负定的限制。 最后，通过仿真算例验证了所

提稳定性判据的有效性。
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