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具 ＮＫ 细胞的溶瘤病毒疗法的模型分析
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摘要：本文建立了一类包含自然杀伤细胞（ＮＫ 细胞）免疫反应的肿瘤病毒相互作用模型。 首先分析了系统的

边界性态，将系统的平衡点进行完整的分类，讨论了边界平衡点的局部稳定性，并从数值上验证了周期解的

存在性，最后讨论了 ＮＫ 细胞在病毒治疗中所起到的作用。 数值结果表明：ａ） 整体肿瘤大小与病毒感染率成

反比，与肿瘤生长速率成正比；ｂ） 对于 ＮＫ 细胞相关参数，ＮＫ 细胞从淋巴结的流入速率越大，最终肿瘤越小；
若产生 ＮＫ 细胞增殖，当增殖速率比较小时，相较于无 ＮＫ 增殖时，最终肿瘤变大，即较小的 ＮＫ 细胞增殖对治

疗产生负面的影响，但当 ＮＫ 细胞的增殖速率过高时，将会导致肿瘤和病毒的完全清除。
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　 　 恶性肿瘤是一种常见的疾病，它是由正常细胞发生突变后异常增殖所引发的。 目前，一种新型的治

疗恶性肿瘤的方法—溶瘤病毒疗法，引起了广大研究者们的关注。 溶瘤病毒是一类能选择性感染肿瘤

细胞并在其中无限复制、裂解，杀死肿瘤细胞，释放出子代病毒颗粒，进一步感染周围肿瘤细胞的病

毒［１］。 与传统治疗方式相比，病毒疗法有明显的优势：不损伤正常细胞、组织和器官，几乎无毒副作用，
特异性杀伤癌细胞或抑制肿瘤生长。 然而，在病毒疗法中，溶瘤病毒与免疫系统相互作用的机制尚不清

晰。 因此，研究溶瘤病毒与免疫系统之间相互作用的机制具有深刻的意义。
免疫系统是机体执行免疫应答及免疫功能的重要系统，它具有识别和排除抗原性异物、与机体其他

系统相互协调，共同维持机体内环境稳定和生理平衡的功能［２］。 当静脉注射溶瘤病毒后，一方面，作为

外来入侵者，溶瘤病毒会激活免疫系统与之一同作用，多机制杀伤肿瘤，从而诱导肿瘤的消退。 Ｋｉｍ
等［３］建立了一个数学模型并讨论了 ＮＫ 细胞密度如何影响肿瘤生长的问题，发现：当内源性 ＮＫ 细胞被

耗尽，外源性 ＮＫ 细胞被注射到肿瘤中时，抗肿瘤效果增加。 另一方面，免疫系统会快速杀伤溶瘤病毒，
很可能在到达肿瘤前，溶瘤病毒就所剩无几了，这将极大限制溶瘤病毒的扩散，从而降低溶瘤病毒治疗

癌症的效果［４—５］。 ２０２２ 年，Ｍａｈａｓａ 等［６］建立了一个数学模型，旨在研究溶瘤病毒治疗期间加入嵌合抗

原受体 Ｔ 细胞（ＣＡＲ － Ｔ）免疫疗法对于肿瘤大小的影响，结果表明，如果治疗过程中包括病毒诱导的协

同效应，ＣＡＲ － Ｔ 细胞和溶瘤病毒的联合治疗不太可能有效。 为此，本文将通过建立一个数学模型来探

究免疫系统对于病毒疗法的影响。 ＮＫ 细胞是人体内的重要的非特异性免疫细胞。 一旦发现体内有异

常的细胞，ＮＫ 细胞会在 Ｔ 细胞部署前发起攻击，释放穿孔素和颗粒酶等杀伤介质，杀伤靶细胞，杀死肿

瘤细胞，在抗病毒抗肿瘤方面都起到了重要的作用［４，７］。 本文选择 ＮＫ 细胞作为主要研究对象，旨在通过

建立数学模型来探究 ＮＫ 免疫与肿瘤病毒之间相互作用的机理，以及 ＮＫ 细胞对于病毒治疗结果的影响。

１　 模型的建立

基于文献［８］的假设，令 Ｕ（ ｔ）、Ｉ（ ｔ）、Ｎ（ ｔ） 和 Ｖ（ ｔ） 分别表示 ｔ 时刻未感染的肿瘤细胞、已感染的肿
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瘤细胞、ＮＫ 细胞和溶瘤病毒的数量。 假设只有未感染的肿瘤细胞经历生长，并用 Ｌｏｇｉｓｔｉｃ 曲线［９—１０］ 来

描述它的生长。 为了减少自由度，采用平均杀伤速率和平均爆发速率来描述模型。 在此前提下，４ 种群

相互作用示意图如图 １ 所示。

图 １　 ４ 种群相互作用示意图

Ｆｉｇ． １ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ

　 　 基于图 １，建立四维常微分方程模型如下：
ｄＵ
ｄｔ ＝ αＵ １ － Ｕ

Ｋ( ) － βＵＶ － ｋＵＵＮ，

ｄＩ
ｄｔ ＝ βＵＶ － ｋＩＮＩ － ｄＩＩ，

ｄＮ
ｄｔ ＝ ｓＮ ＋ γＮＩ － ｄＮＮ，

ｄＶ
ｄｔ ＝ － βＵＶ － ｋＶＮＶ － ｄＶＶ ＋ ＢｄＩＩ，

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
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（１）

式中： α表示未感染肿瘤细胞的生长速率；Ｋ表示未感染肿瘤细胞的最大承载量；β表示溶瘤病毒感染肿

瘤细胞的速率；ｋＵ、ｋＩ、ｋＶ 分别是 ＮＫ 细胞对于未感染肿瘤细胞、已感染肿瘤细胞以及溶瘤病毒的杀伤速

率；ｓＮ 表示正常状态下 ＮＫ 细胞从淋巴结的持续流入速率；假设在整个系统中，只有已感染肿瘤细胞的

存在会刺激 ＮＫ 细胞进行招募，γ 为 ＮＫ 细胞的招募速率；Ｂ 表示通过裂解产生的新病毒颗粒的数量。 模

型（１）中的参数都是非负数。

２　 动力学分析

本节主要将系统（１）的平衡点进行分类，并讨论其局部稳定性。 在此之前，首先考虑系统（１）的耗

散性。
定理 １　 集合

Ｄ ＝ Ｕ，Ｉ，Ｎ，Ｖ( )｜ ０ ≤ Ｕ ≤ Ｋ，０ ≤ Ｉ ≤ １
ｍ

３（１＋ α） ２Ｋ
４α ＋ １[ ]，Ｎ ≥０，０ ≤ Ｖ ≤

ＢｄＩ

ｍｄＶ

３ （１＋ α） ２Ｋ
４α ＋ １[ ]{ }

是系统（１）的正向不变集， 其中 ｍ ＝ ｍｉｎ １，ｄＩ
{ }。

证明 　 对于系统（１），有ｄＵ
ｄｔ Ｕ ＝ ０

＝ ０，ｄＩ
ｄｔ Ｉ ＝ ０

＝ βＵＶ≥０，ｄＮ
ｄｔ Ｎ ＝ ０

＝ ｓＮ ≥０，ｄＶ
ｄｔ Ｖ ＝ ０

＝ ＢｄＩＩ≥０ 。因此，

系统（１）所有的解都将在区域Ｒ＋
４ ＝ Ｕ，Ｉ，Ｅ，Ｖ( )｜ Ｕ ≥０，Ｉ ≥０，Ｅ ≥０，Ｖ ≥０{ }中。根据系统（１）的第一式，

可得ｄＵ
ｄｔ ＝ αＵ １ － Ｕ

Ｋ( ) － βＵＶ － ｋＵＵＮ≤ αＵ １ － Ｕ
Ｋ( )， 直接计算可得 Ｕ（ｔ） ≤ Ｕ（０）Ｋ

（Ｋ － Ｕ（０））ｅ －αｔ ＋ Ｕ（０）
，两
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边同时对时间 ｔ 取极限，得 Ｕ ≤ Ｋ。 将模型（１）的第一式和第二式相加，有
ｄＵ
ｄｔ ＋ ｄＩ

ｄｔ ＝ αＵ １ － Ｕ
Ｋ( ) － ｋＵＵＮ － ｋＩＩＮ － ｄＩＩ ≤ αＵ １ － Ｕ

Ｋ( ) － ｄＩＩ ≤

－ Ｕ ＋ （１ ＋ α）Ｋ
α

３ ＋ ３α
４ ＋ １ － ｄＩＩ ≤－ ｍ（Ｕ ＋ Ｉ） ＋ （１ ＋ α）Ｋ

α
３ ＋ ３α

４ ＋ １，

其中： ｍ ＝ ｍｉｎ １，ｄＩ
{ }。由比较定理得 ｌｉｍ

ｔ→＋¥
ｓｕｐ Ｉ（ ｔ） ≤ ｌｉｍ

ｔ→＋¥
ｓｕｐ Ｕ（ ｔ） ＋ Ｉ（ ｔ）( )≤ １

ｍ
３ １ ＋ α( )２Ｋ

４α ＋ １æ
è
ç

ö
ø
÷。由

系统（１） 的第四式，可得ｄＶ
ｄｔ ≤－ ｄＶＶ ＋ ＢｄＩＩ ≤－ ｄＶＶ ＋ ＢｄＩ

１
ｍ

１ ＋ α( )Ｋ
α

３ ＋ ３α
４ ＋ １æ

è
ç

ö
ø
÷。 通过计算得到

Ｖ ≤ ＢｄＩ
１
ｍ

１ ＋ α( )Ｋ
α

３ ＋ ３α
４ ＋ １æ

è
ç

ö
ø
÷＋ Ｖ（０） － ＮｄＩ

１
ｍ

１ ＋ α( )Ｋ
α

３ ＋ ３α
４ ＋ １æ

è
ç

ö
ø
÷[ ]ｅ －ｄＶ ｔ，

两边同时对时间 ｔ取极限，得ｌｉｍ
ｔ→¥

ｓｕｐＶ（ ｔ） ≤
ＢｄＩ

ｍｄＶ

３ １ ＋ α( )２Ｋ
４α ＋ １æ

è
ç

ö
ø
÷。因此，集合 Ｄ是系统（１） 的正向不变

集。

下面讨论系统（１） 的平衡点。为了叙述方便，定义 Ｒ００ ＝
αｄＮ

ｋＵｓＮ
。 所有平衡点都满足：

αＵ １ － Ｕ
Ｋ( ) － βＵＶ － ｋＵＵＮ ＝ ０，

βＵＶ － ｋＩＮＩ － ｄＩＩ ＝ ０，
ｓＮ ＋ γＮＩ － ｄＮＮ ＝ ０，
－ βＵＶ － ｋＶＮＶ － ｄＶＶ ＋ ＢｄＩＩ ＝ ０。

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（２）

首先考虑边界平衡点。 由系统（２）的第一式，得到 Ｕ ＝ ０ 或者 Ｕ ＝ Ｋ － Ｋ
βＶ ＋ ｋＵＮ

α 。因此，考虑以下两种

情形：

１） Ｕ ＝ ０。易得无肿瘤平衡点 ε１
０ ０，０，

ｓＮ
ｄＮ

，０æ
è
ç

ö
ø
÷；

２） Ｕ ＝ Ｋ － Ｋ
βＶ ＋ ｋＵＮ

α 。当 Ｉ ＝ ０ 时，则有 Ｖ ＝ ０。将其代入系统（２） 第三式，可得 Ｎ ＝
ｓＮ
ｄＮ

，则 Ｕ ＝ Ｋ

－
ＫβＢｄＩ

αｄＶ
Ｉ －

ＫｋＵｓＮ
α ｄＮ － γＩ( )

＝ Ｋ －
ＫｋＵｓＮ
αｄＮ

。由 Ｕ ＞ ０，解得 Ｒ００ ＞ １。因此，当 Ｒ００ ＞ １ 时，存在无病毒边界平衡

点 ε２
０ Ｋ －

ＫｋＵｓＮ
αｄＮ

，０，
ｓＮ
ｄＮ

，０æ
è
ç

ö
ø
÷。

为了更好地理解溶瘤病毒相关参数与肿瘤大小的关系，考虑模型的基本再生数。基本再生数可以定

义为在病毒治疗期间一个受感染肿瘤细胞通过细胞裂解产生的新感染肿瘤细胞的平均数量。令 Ｒ０ 为系

统（１）的基本再生数。 依据文献［１１］，使用下一代矩阵的方法，计算出系统（１）的基本再生数为

Ｒ０ ＝ ρ ＦＷ －１( ) ＝
ｄＮβＢｄＩＫ αｄＮ － ｋＵｓＮ( )

ｋＩｓＮ ＋ ｄＩｄＮ
( ) βＫ αｄＮ － ｋＵｓＮ( ) ＋ α ｋＶｓＮ ＋ ｄＶｄＮ

( )( )
，

其中：

Ｆ ＝
０ β Ｋ －

ＫｋＵｓＮ
αｄＮ

æ
è
ç

ö
ø
÷

０ ０

æ

è

ç
çç

ö

ø

÷
÷÷
，Ｗ ＝

ｋＩｓＮ
ｄＮ

＋ ｄＩ ０

－ ＢｄＩ βＫ １ －
ｋＵｓＮ
αｄＮ

æ
è
ç

ö
ø
÷＋

ｋＶｓＮ
ｄＮ

＋ ｄＩ ＋ ｄＶ

æ

è

ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷

，

ρ 表示矩阵 ＦＷ －１ 的谱半径。
下面讨论系统（１）的正平衡点。 由系统（２）的第三个式子，得到
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Ｉ ＝
ｄＮＮ － ｓＮ

γＮ 。 （３）

由系统（２）的第二式与第四式相加，可得

－ ｋＩＮＩ － ｄＩＩ － ｋＶＮＶ － ｄＶＶ ＋ ＢｄＩＩ ＝ ０。 （４）
由此可解出 Ｖ 关于 Ｎ 的表达式：

Ｖ ＝ Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
ｋＶＮ ＋ ｄＶ

Ｉ ＝ Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
ｋＶＮ ＋ ｄＶ

ｄＮＮ － ｓＮ
γＮ 。 （５）

因为 Ｉ，Ｖ ＞ ０，则
ｓＮ
ｄＮ

＜ Ｎ ＜ Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ
。

再依据系统（２）的第一式，得到

Ｕ ＝ Ｋ －
ＫβＶ ＋ ＫｋＵＮ

α ＝ Ｋ １ － β
α

Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
ｋＶＮ ＋ ｄＶ

ｄＮＮ － ｓＮ
γＮ －

ｋＵＮ
α

æ
è
ç

ö
ø
÷。 （６）

将（３）、（５）、（６）式全部代入系统（２）的第二式，得到

－ β２Ｋ
α

Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
ｋＶＮ ＋ ｄＶ

ｄＮＮ － ｓＮ
γＮ[ ] ＝

ｋＩＮ ＋ ｄＩ
( ) ｋＶＮ ＋ ｄＶ

( )

Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
＋
βＫｋＵ

α Ｎ － βＫ。 （７）

若方程（７）在区间 ｓＮ
ｄＮ

， Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ

æ
è
ç

ö
ø
÷ 内有解，则系统（２）的正平衡点存在。 为了研究方程（７）解的存在

性，定义以下函数：

ｆ（Ｎ） ＝ － β２Ｋ
α

Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
ｋＶＮ ＋ ｄＶ

ｄＮＮ － ｓＮ
γＮ[ ]，

ｇ（Ｎ） ＝
ｋＩＮ ＋ ｄＩ

( ) ｋＶＮ ＋ ｄＶ
( )

Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
＋ βＫ

ＮｋＵ － α
α 。

通过简单的计算，得到 ｆ（Ｎ） 和 ｇ（Ｎ） 的导函数及其在区间 ｓＮ
ｄＮ

， Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ
[ ] 上的端点值：

ｆ ｓＮ
ｄＮ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝ ０， ｆ Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝ ０，

ｇ ｓＮ
ｄＮ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＝

ｄＮβＢｄＩＫ ｋＵｓＮ － αｄＮ
( ) ＋ ｋＩｓＮ ＋ ｄＩｄＮ

( ) βＫαｄＮ － βＫｋＵｓＮ ＋ ｋＶｓＮα ＋ αｄＶｄＮ
( )

ｄ２
Ｎα Ｂ － １( )ｄＩ －

ｋＩｓＮ
ｄＮ

[ ]
，

ｌｉｍ
Ｎ→

Ｂ－１( )ｄＩ
ｋＩ

ｇ（Ｎ） ＝ ＋ ¥，

ｆ′（Ｎ） ＝ － β２Ｋ
α

Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ
ｋＶＮ ＋ ｄＶ

ｓＮ
γＮ２ ＋ ｄＮ

γ －
ｓＮ
γＮ

æ
è
ç

ö
ø
÷

－ ｋＩ ｋＶＮ ＋ ｄＶ
( ) － ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ[ ]

ｋＶＮ ＋ ｄＶ
( )２

[ ]，

ｇ′（Ｎ） ＝
ｋＩ ｋＶＮ ＋ ｄＶ

( ) ＋ ｋＶ ｋＩＮ ＋ ｄＩ
( )[ ] Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ[ ] ＋ ｋＩ ｋＩＮ ＋ ｄＩ

( ) ｋＶＮ ＋ ｄＶ
( )

Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ[ ]２
＋
βＫｋＵ

α 。

由于 ｇ′（Ｎ） ＞ ０ 恒成立，从而 ｇ（Ｎ） 始终单调递增。为了得到 ｆ（Ｎ） 的单调性，考虑 ｆ′（Ｎ） 的正负性，计算

得到其正负性等价于函数 Ｈ（Ｎ） 的正负性，而

Ｈ（Ｎ） ＝ ｋＩｄＶ ＋ ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩ[ ]
ｄＮＮ２

γ －
ｓＮＮ
γ

æ
è
ç

ö
ø
÷－ Ｂ － １( )ｄＩ － ｋＩＮ[ ] ｋＶＮ ＋ ｄＶ

( )
ｓＮ
γ ＝

ｋＩｄＶ ＋ ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩ[ ]
ｄＮ

γ ＋ ｋＩｋＶ
ｓＮ
γ{ }Ｎ２ －

２ｓＮ
γ ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩＮ ＋ ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩ[ ] ＝ ａ２Ｎ２ ＋ ａ１Ｎ ＋ ａ０，

其中： ａ２ ＝ ｋＩｄＶ ＋ ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩ[ ]
ｄＮ

γ ＋ ｋＩｋＶ
ｓＮ
γ ；ａ１ ＝ －

２ｓＮ
γ ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩ；ａ０ ＝ －

２ｓＮ
γ ｋＶ Ｂ － １( )ｄＩ。显然，
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Ｈ（Ｎ） 是一个开口向上的二次函数，并且 Ｈ（０） ＝ － （Ｂ － １）ｄＩｄＶ
ｓＮ
γ ＜ ０。记 Ｈ（Ｎ） ＝ ０ 的两个根分别为

Ｎ０ 和 Ｎ００，从而 Ｈ（Ｎ） 在区间（ － ¥，Ｎ０） 和区间（Ｎ００， ＋ ¥） 上是大于 ０ 的，在区间（Ｎ０，Ｎ００） 上是小于 ０

的，且 Ｎ０ ＝
－ ａ１ ＋ ａ２

１ － ４ａ２ａ０

２ａ２
，Ｎ００ ＝

－ ａ１ － ａ２
１ － ４ａ２ａ０

２ａ２
。 于是函数 ｆ（Ｎ） 在区间（０，Ｎ００） 上单调递

减，在区间（Ｎ００， ＋ ¥） 上单调递增。为了研究 ｆ（Ｎ） 与 ｇ（Ｎ） 的交点问题，考虑以下情形：

情形 １　 Ｒ０ ＞ １，即 ｇ ｓＮ
ｄＮ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＜ ０。ｆ（Ｎ） ＝ ｇ（Ｎ） 在区间 ｓＮ

ｄＮ
， Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ

æ
è
ç

ö
ø
÷内的解等价于 Ｔ（Ｎ） ＝ ０ 在区

间 ｓＮ
ｄＮ

， Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ

æ
è
ç

ö
ø
÷内的解， 其中：

Ｔ（Ｎ） ＝ ｋＩγｋ２
Ｖ － ｋＶγｋＩ

βＫｋＵ

α
æ
è
ç

ö
ø
÷Ｎ４ ＋

２ｋＩγｋＶｄＶ ＋ ｄＩγｋ２
Ｖ ＋

βＫｋＵｋＶγ Ｂ － １( )ｄＩ

α －
βＫｋＵ

α ｄＶγｋＩ ＋ ｋＶβＫγｋＩ ＋ ｄＮ
β２Ｋ
α ｋ２

Ｉ[ ]Ｎ３ ＋

ｋＩγｄ２
Ｖ ＋ ２ｄＩγｋＶｄＶ＋

βＫｋＵ
α ｄＶγ（Ｂ－ １）ｄＩ － ｋＶβＫγ Ｂ－ １( )ｄＩ ＋ βＫγｄＶｋＩ － ２ｄＮ

β２Ｋ
α Ｂ－ １( )ｄＩｋＩ －

β２ＫｓＮｋ２Ｉ
α[ ]Ｎ２＋

ｄＩγｄ２
Ｖ － βＫγｄＶ Ｂ － １( )ｄＩ ＋ ｄＮ

β２Ｋ
α Ｂ － １( )２ｄ２

Ｉ ＋
２β２ＫｓＮ

α Ｂ － １( )ｄＩｋＩ[ ]Ｎ － β２Ｋ
α ｓＮ（Ｂ － １）２ｄ２

Ｉ ＝

ｂ４Ｎ４ ＋ ｂ３Ｎ３ ＋ ｂ２Ｎ２ ＋ ｂ１Ｎ ＋ ｂ０。

显然， Ｔ（Ｎ） 是一个四次多项式，根据代数基本定理，Ｔ（Ｎ） 在区间 ｓＮ
ｄＮ

， Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ

æ
è
ç

ö
ø
÷内有 １～ ４ 个解， 示意

图如图 ２（ａ）、２（ｂ）所示。 故系统（１）至少有 １ 个、至多有 ４ 个正平衡点。

情形 ２　 Ｒ０ ＜ １，即 ｇ ｓＮ
ｄＮ

æ
è
ç

ö
ø
÷ ＞ ０。ｆ（Ｎ） 和 ｇ（Ｎ） 示意图如图 ２（ｃ） 所示。显然，在区间 ｓＮ

ｄＮ
， Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ
æ
è
ç

ö
ø
÷内

ｆ（Ｎ） 和 ｇ（Ｎ） 没有交点，从而系统（１）没有正平衡点。

图 ２　 ｆ（Ｎ）和 ｇ（Ｎ）交点示意图

Ｆｉｇ． ２ Ｓｃｈｅｍａｔｉｃ ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｉｎｔｅｒｓｅｃｔｉｏｎｓ ｏｆ ｆ（Ｎ） ａｎｄ ｇ（Ｎ）

　 　 下面给出本节的主要定理：

定理 ２　 （ｉ） 系统（１）始终存在无肿瘤平衡点 ε１
０ ０，０，

ｓＮ
ｄＮ

，０æ
è
ç

ö
ø
÷。若 Ｒ００ ＜ １，无肿瘤平衡点 ε１

０ 是局部渐

近稳定的；否则，它是不稳定的。

（ｉｉ） 当 Ｒ００ ＞ １ 时，无病毒平衡点 ε２
０ Ｋ －

ＫｋＵｓＮ
αｄＮ

，０，
ｓＮ
ｄＮ

，０æ
è
ç

ö
ø
÷是存在的。若 Ｒ０ ＜ １， ε２

０ 是局部渐近稳定
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的；否则，它是不稳定的。
（ｉｉｉ） 当 Ｒ０ ＞ １ 时，存在至少 １ 个、至多 ４ 个正平衡点。

证明 　 （ ｉ） 易证在 ε１
０ ０，０，

ｓＮ
ｄＮ

，０æ
è
ç

ö
ø
÷处的线性化矩阵的特征多项式的根满足：当 Ｒ００ ＜ １，所有特征值

小于 ０，此时，无肿瘤平衡点 ε１
０ 是局部渐近稳定的；否则，ε１

０ 是不稳定的。

（ｉｉ） 易证系统（１） 在 ε２
０ Ｋ －

ＫｋＵｓＮ
αｄＮ

，０，
ｓＮ
ｄＮ

，０æ
è
ç

ö
ø
÷处的线性化矩阵的特征多项式的根满足：当 Ｒ０ ＜ １，所

有特征值的实部都小于 ０，此时 ε２
０ 是局部渐近稳定的；否则，ε２

０ 是不稳定的。

（ｉｉｉ） 依据上述讨论，当且仅当 ｆ（Ｎ） ＝ ｇ（Ｎ） 在区间 ｓＮ
ｄＮ

， Ｂ － １( )ｄＩ

ｋＩ

æ
è
ç

ö
ø
÷内有解时，即 ε０ ＞ １时，正平衡

点存在。此时，ｆ（Ｎ） 与 ｇ（Ｎ） 的交点问题可以等价转换成四次多项式 Ｔ（Ｎ） ＝ ０的零点问题。由代数基本

定理可知，Ｔ（Ｎ） 至多有 ４ 个零点。因此，当 Ｒ０ ＞ １ 时，存在至少 １ 个、至多 ４ 个正平衡点。
由于分析系统（１） 的动力学性态极其困难，无法从理论上得到太多的动力学性质。我们猜测，系统

（１） 存在周期解，并考虑从数值上验证周期解的存在性。选取 α ＝ ０. ３１５，Ｋ ＝ ３. ４９ × １０７，β ＝ ３ × １０ －９，
ｋＵ ＝ ８. ６８ × １０ －７，ｋＩ ＝ ８. ６８ × １０ －７，ｄＩ ＝ １，ｓＮ ＝ ３. ２ × １０３，γ ＝ １ × １０ －５，ｄＮ ＝ ４. ２ × １０ －２，ｋＶ ＝ ０． ０００ ２，
ｄＶ ＝ ２. ３，Ｂ ＝ ６００。 绘制时间与 ４ 种群数量的关系图，如图 ３ 所示。 显然，系统（１）是存在周期解的。

图 ３　 ４ 种群数量与时间关系图

Ｆｉｇ． ３ Ｄｉａｇｒａｍｓ ｏｆ ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｆｏｕｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎｓ ａｎｄ ｔｉｍｅ

３　 数值模拟

本节将探索 ＮＫ 细胞的数量对病毒疗法的影响以及不同肿瘤、不同感染率对于治疗结果的影响，相
关参数值或范围来源于已有的文献或合理的猜测，见表 １。
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表 １　 参数范围与参数值
Ｔａｂ． １ Ｒａｎｇｅｓ ａｎｄ ｖａｌｕｅｓ ｏｆ ｐａｒａｍｅｔｅｒｓ

参数 意义 范围或值 单位 来源

α 未感染肿瘤细胞生长速率 ０． ２ ～ ０． ５ 个·ｄ － １ ［１２］，∗
Ｋ 未感染肿瘤细胞最大承载量 ３． ４９ × １０７ 个 ［１３］
β 病毒感染速率 ０ ～ ２２ 个·ｄ － １ ［１４］
ｋＵ ＮＫ 细胞杀伤未感染肿瘤细胞的速率 ８． ６８ × １０ － ８ ～ ８． ６８ × １０ － ６ 个·ｄ － １ ［１５］，∗
ｋＩ ＮＫ 细胞杀伤已感染肿瘤细胞的速率 ８． ６８ × １０ － ７ 个·ｄ － １ ∗
ｄＩ 已感染肿瘤细胞衰亡速率 １ 个·ｄ － １ ［１５］
ｓＮ 正常状态下 ＮＫ 细胞从淋巴结的持续流入速率 ３． ２ × １０３ ～ ３． ２ × １０４ 个·ｄ － １ ［１５］
γ ＮＫ 细胞增殖速率 ０ ～ ０． １ 个·ｄ － １ ∗
ｄＮ ＮＫ 细胞衰亡速率 ４． ２ × １０ － ２ 个·ｄ － １ ［１５］
ｋＶ ＮＫ 细胞杀伤溶瘤病毒速率 ０． ０００ ２ 个·ｄ － １ ∗
ｄＶ 溶瘤病毒衰亡速率 ２． ３ 个·ｄ － １ ［１６］
Ｎ 通过裂解产生的新病毒颗粒的数量 ６００ 个 ∗

　 　 注：∗表示合理估计。

　 　 １） 为了探究病毒感染速率对于治疗结果的影响，分别考虑 β 为 １ × １０ －３、３ × １０ －９、１ × １０ －９ 的情况

下，肿瘤细胞数量（肿瘤细胞数量 ＝ 未感染的肿瘤细胞数量 ＋ 已感染的肿瘤细胞数量） 的变化，仿真图

像如图 ４ 所示。显然，肿瘤细胞数量随着 β的增大而减少。当 β ＝ １ × １０ －９ 时，结果呈现出大肿瘤状态；而
当 β ＝ １ × １０ －３ 时， 可以得到肿瘤完全消除的理想结果。

２） 不同肿瘤的生长速率往往是不同的，图 ５ 考虑了不同生长速率（０. ２、０. ３１５、０. ５）的肿瘤经过溶

瘤病毒治疗后的结果。 从图 ５ 可以看出，生长速率越大，最终肿瘤细胞数量也就越多。

注：α ＝ ０． ３１５，ｋＵ ＝ ８． ６８ × １０ － ７，ｓＮ ＝ ３． ２ × １０３，γ ＝ １ × １０ － ５， 其他参数

来源于表 １；初值为 Ｕ（０） ＝ １０６，Ｉ（０） ＝ ０，Ｎ（０） ＝ １０３，Ｖ（０） ＝ １０６。
图 ４　 不同感染率对最终肿瘤细胞数量的影响

Ｆｉｇ． ４ Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｆｅｃｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｕｍｏｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

注：β ＝ ２ × １０ － ９，ｋＵ ＝ ８． ６８ × １０ － ７，ｓＮ ＝ ３． ２ × １０３，γ ＝ １ × １０５，
其他条件同图 ４。

图 ５　 不同肿瘤生长速率对最终肿瘤细胞数量的影响

Ｆｉｇ． ５ Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｔｕｍｏｒｓ ｇｒｏｗｔｈ ｒａｔｅｓ ｏｎ
ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｕｍｏｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

　 　 ３） ｓＮ 为正常情况ＮＫ细胞从淋巴结的持续流入速率，可作为衡量病人免疫健康度的参数。选取不同

的 ｓＮ ３． ２ × １０３、８ × １０３、３ × １０４( )，考虑最终肿瘤细胞数量的变化，仿真图像如图 ６ 所示。从图 ６ 可以看

出：当 ｓＮ 的值增大时，最终肿瘤细胞数量减少；当 ｓＮ ＝ ４ × １０４ 时，肿瘤将被完全消除。
４） 选取不同的ＮＫ细胞增殖速率（０、０． ０１、０． １），探讨不同ＮＫ细胞增殖速率对最终肿瘤细胞数量的影

响，结果见图７。其中，当 γ ＝ ０ 时，ＮＫ细胞将不产生增殖，此时最终肿瘤细胞数量少于 γ ＝ ０． ０１ 时的数量，
但是多于γ ＝ ０． １时的数量。可能的原因是：当血液中的ＮＫ细胞较少时，主要杀伤溶瘤病毒，因此降低了病

毒治疗的效果；而当 ＮＫ 细胞较多时，肿瘤和病毒将被完全清除。本文还考虑了 ＮＫ 细胞杀伤未感染肿瘤细

胞的速率对最终肿瘤数量的影响，选取不同的 ｋＵ ８． ６８ × １０ －８、８． ６８ × １０ －７、８． ６８ × １０ －６( )， 仿真图像如图 ８
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所示。 显然，杀伤率越大，最终肿瘤细胞数量越少。 当 ＮＫ 细胞杀伤未感染肿瘤细胞的速率达到 ８. ６８ ×
１０ － ６时，肿瘤将被完全清除。

注：β ＝ ２ × １０ － ９，α ＝ ０． ３１５，ｋＵ ＝ ８． ６８ × １０ － ７，γ ＝ １ × １０ － ５，
其他条件同图 ４。

图 ６　 不同 ＮＫ 细胞从淋巴结的持续流入速率对

最终肿瘤细胞数量的影响

Ｆｉｇ． ６ Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｉｎｆｌｏｗ ｒａｔｅｓ ｏｆ ＮＫ ｃｅｌｌｓ ｆｒｏｍ
ｌｙｍｐｈ ｎｏｄｅｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｕｍｏｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

注：β ＝ ２ × １０ － ９，α ＝ ０． ３１５，ｋＵ ＝ ８． ６８ × １０ － ７，γ ＝ １ × １０ － ５，
其他条件同图 ４。

图 ７　 不同 ＮＫ 细胞增殖率对最终

肿瘤细胞数量的影响

Ｆｉｇ． ７ Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ＮＫ ｃｅｌｌ ｐｒｏｌｉｆｅｒａｔｉｏｎ ｒａｔｅｓ
ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｕｍｏｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

注：β ＝ ２ × １０ － ９，α ＝ ０． ３１５，ｓＮ ＝ ３． ２ × １０３，γ ＝ １ × １０ － ５，其他条件同图 ４。

图 ８　 不同 ＮＫ 细胞杀伤未感染肿瘤细胞的速率对最终肿瘤细胞数量的影响

Ｆｉｇ． ８ Ｅｆｆｅｃｔｓ ｏｆ ｄｉｆｆｅｒｅｎｔ ｋｉｌｌｉｎｇ ｒａｔｅｓ ｏｆ ＮＫ ｃｅｌｌｓ ｏｆ ｕｎｉｎｆｅｃｔｅｄ ｔｕｍｏｒ ｃｅｌｌｓ ｏｎ ｔｈｅ ｆｉｎａｌ ｔｕｍｏｒ ｐｏｐｕｌａｔｉｏｎ

４　 结论

本文研究了在 ＮＫ 免疫反应存在的情况下溶瘤病毒治疗对肿瘤细胞数量的影响。 在该模型中，种
群被分为未感染的肿瘤细胞、已感染的肿瘤细胞、ＮＫ 细胞和溶瘤病毒 ４ 种种群。 通过对系统（１）的分

析得到系统平衡点的完整分类，继而推导出基本再生数（Ｒ０），并据此分析了边界平衡点的稳定性，通过

数值仿真验证了系统（１）中周期解的存在性。 由数值模拟结果可以看出，最终肿瘤细胞数量与病毒感

染率 β 成反比，与其生长速率 α 成正比。 对于 ＮＫ 细胞相关参数，从淋巴结的持续流入的 ＮＫ 细胞速率

ｓＮ 越大，ＮＫ 细胞的增殖速率 γ 越大，ＮＫ 细胞杀伤未感染肿瘤细胞的速率 ｋＵ 越大，最终肿瘤数量越少。
上述结果表明：通过改变参数值，例如，改变病毒感染率与 ＮＫ 细胞的增殖速率，完全有可能将肿瘤控制

在合适的大小，届时再采取手术等方式切除肿瘤。 这种方式是有可能治愈肿瘤的。
本文仅仅考虑了 ＮＫ 细胞存在的情况，未考虑特异性 Ｔ 细胞、树突状细胞等免疫主要因素如何影响
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治疗结果；同时，本文的建模中仅考虑各个种群之间的线性相互作用，实际情况更加复杂。 为了优化上

述问题，后续研究考虑将特异性 Ｔ 细胞、树突状细胞纳入模型，并采用更精确的方程来描述各个种群之

间的相互作用，最终探索免疫系统对于病毒治疗的影响以及如何改变治疗方案才能使结果最优化。
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