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捕食者—食饵模型的入侵速度

张 琪，王琳琳，樊永红

( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要:研究了两个食饵和一个捕食者的捕食者—食饵模型，通过应用最大值原理和比较原理，削弱已有问题
的条件，得到模型的入侵速度，推广和改进了相应结果．
关键词:捕食者; 食饵; 入侵速度

中图分类号: O175． 1 文献标志码: A 文章编号: 1673-8020( 2020) 03-0206-05

种群模型在生态学中具有重要地位，不同种群之间相互影响，不可分割，而捕食关系是它们的基本

关系之一，因此对捕食关系的研究很有必要．意大利数学家 Volterra 提出了解释捕鱼数量变换规律的模
型，美国人口统计学家和数学家 Lotka 提出类似的模型，这就是经典的 Lotka-Volterra 模型，对这类模型
已经有了许多研究，如文献［1—3］．三个种群之间的关系比两个种群之间的关系更复杂，本文主要研究
一个捕食者和两个食饵的情况．
关于三种生态系统之间的相互作用已经有了许多研究［4—5］．近年来，对于捕食者在捕食时入侵过程

的研究引起学者们的关注，侵入过程是由对行波解的研究和入侵速度来表征的，文献［6］对行波解进行
研究，考虑除两种猎物之外存在其它资源的情形，文献［7—9］研究捕食者—食饵模型中单个猎物的入
侵传播速度，文献［10］研究除两种猎物外没有其它资源的情况下捕食者的扩散速度．本文在文献［10］
的基础上，将所需条件减弱，得到捕食者的入侵速度．
考虑如下捕食者—食饵模型:

ut = d1uxx + r1u( 1 － u － kv － a1w) ，x∈ Ω，t ＞ 0， ( 1)
vt = d2vxx + r2v( 1 － v － hu － a2w) ，x∈ Ω，t ＞ 0， ( 2)

wt = d3wxx + r3w( － 1 + a1u + a1v － w) ，x∈ Ω，t ＞ 0， ( 3)
其中 Ω是 Ｒ中的有界开集，且 u，v满足

u| Ω = v| Ω = w| Ω = 0，x∈ Ω，t ＞ 0，

di，ri，i = 1，2，3，及 a1，a2，h，k是正常数，u( x，t) 和 v( x，t) 表示食饵种群的密度，w( x，t) 表示捕食者种群
的密度; di表示 u，v，w的扩散系数，r1和 r2分别表示 u和 v的内禀增长率，r3表示 w的死亡率; r1a1和 r2a2

表示捕食率，r3a1 和 r3a2 表示转换率，h和 k 表示两个食饵种群的种间竞争系数． 在没有捕食者的情况

下，认为食饵之间是弱竞争的，有 h ＜ 1，k ＜ 1，且平衡点为( u* ，v* ，w* ) = ( 1 － k
1 － hk，

1 － h
1 － hk，0) ．

1 预备知识

考虑弱耦合的反应扩散方程的初边值问题
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ui

t
+ Liui = fi ( x，t，u1，…，um ) ，x∈ Ω，t∈ ( 0，T］，

Biui = gi ( x，t) ，x∈ Ω，t∈ ( 0，T］，

ui ( x，0) = φi ( x) ，x∈ Ω，i = 1，2，…，m
{

，

其中: Ω是 Ｒ上的有界开域，Li 是 Ω上的一致抛物算子．
定义 m个一致抛物算子

Li = 
t

－∑
n

k，j = 1
a ( i)kj ( x，t)

2

xkxi
+∑

n

k = 1
b ( i)k ( x，t)


xk
，i = 1，2，…，m，

和 m阶矩阵函数
H( x，t) = ( hij ( x，t) ) ，i，j = 1，2，…，m．

对 i = 1，2，…，m，不等式组 Liui +∑
n

j = 1
hijuj ≤ 0( ≥ 0) 的最大值原理为:

引理 1［11］ 设 uj ( x，t) ∈ C( 珚QT ) ，j = 1，2，…，m．若
1) hij ≤ 0，j≠ i，j = 1，2，…，m;

2) Liui +∑
m

j = 1
hijuj ＜ 0( ＞ 0) ，( x，t) ∈ QT，i = 1，2，…，m;

3) 当 x∈珚Ω时，u( x，0) ＜ 0( ＞ 0) ;

4) u( x，t) | Ω× ( 0，T］
＜ 0( ＞ 0) ，或［

ui

n
+ bi ( x) ui］Ω× ( 0，T］≤ 0( ≥ 0) ，i = 1，2，…，m，

则有

u( x，t) ＜ 0( ＞ 0) ，( x，t) ∈ QT．

2 捕食者—食饵模型的入侵速度

系统( 1) ～ ( 3) 的初值条件为
u( x，0) = u* ，v( x，0) = v* ，w( x，0) = w0 ( x) ，x∈ Ω， ( 4)

其中，w0 是一个非负连续函数且具有一个非空紧支集．当条件( 5) 和( 6) 成立时，s
* ＞ 0 称为捕食者 w

的入侵速度．

lim
t→

{
!

sup
|x| ＜ ct

w( x，t }) = 0，c ＞ s* ， ( 5)

lim
t→!

{inf inf
|x| ＜ ct

w( x，t }) ＞ 0，c∈ ( 0，s* ) ． ( 6)

假设

h，k∈ ( 0，1) ，a1 = a2 = a． ( 7)

令 α = a( u* + v* ) － 1，当 u* + v* = 2 － h － k
1 － hk ＞ 1

a 时，有 α ＞ 0．这里 α ＞ 0表示在( u* ，v* ，0) 条件

下系统( 3) 的线性稳定性．假设
β1 = 1 － k － aα ＞ 0，β2 = 1 － h － aα ＞ 0． ( 8)

若式( 8) 成立，则可以得到
β1 ＜ 1 － k ＜ u* ，β2 ＜ 1 － h ＜ v* ． ( 9)

本文假设

d1 = d2 = d． ( 10)
定理 1 若系统( 1) ～ ( 3) 的初值条件( 4) 和条件( 7) ～ ( 10) 成立，且在 Ω中满足 w0 ≤ α，则 s* =

2 d3 r3槡 α 是 w的入侵速度．
证明 设( u，v，w) 是系统( 1) ～ ( 3) 满足初值条件( 4) 的解，由强最大值原理知，当 t ＞ 0 时，有
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w ＞ 0． 于是由式( 1) 和( 2) 可得
ut ≤ d1uxx + r1u( 1 － u － kv) ，x∈ Ω，t ＞ 0，

vt ≤ d2vxx + r2v( 1 － hu － v) ，x∈ Ω，t ＞ 0{ ，
( 11)

其中

( u( x，t) ，v( x，t) ) ∈ Σ，( x，t) ∈［0，!) ， ( 12)
且 Σ = { ( u，v) ∈［0，1］×［0，1］: 1 － u － kv≥ 0，1 － hu － v≥ 0} ．
事实上，令 φ = 1 － u － kv，ξ = 1 － hu － v，得

u = φ － kξ + k － 1
hk － 1 ，v = ξ － hφ + h － 1

hk － 1 ，

那么式( 11) 变形为
φt － kξt ≥ d1φxx － d1kξxx + r1φ( φ － kξ + k － 1) ，x∈ Ω，，t ＞ 0，

ξt － hφt ≥ d2ξxx － d2hφxx + r2ξ( ξ － hφ + h － 1) ，x∈ Ω，t ＞ 0{ ．
由式( 10) 和上式可得

φt ≥ dφxx +
r1φ( φ － kξ + k － 1)

1 － hk +
r2kξ( ξ － hφ + h － 1)

1 － hk ， ( 13)

ξt ≥ dξxx +
r2ξ( ξ － hφ + h － 1)

1 － hk +
r1hφ( φ － kξ － k + 1)

1 － hk ， ( 14)

根据式( 13) 和( 14) ，得到

h11 =
r1 ( φ － kξ － k + 1)

1 － hk ，h12 =
r2k( ξ － hφ + h － 1)

1 － hk ，

h21 =
r1h( φ － kξ － k + 1)

1 － hk ，h22 =
r2 ( ξ － hφ + h － 1)

1 － hk ．

令 ψi = 
t

－ d∑
2

j = 1

2

x2
，易得 ξ － hφ + h － 1 ＜ 0，φ － kξ + k － 1 ＜ 0，又因为 1 － hk ＞ 0，可得 hij ≤ 0，j

≠ i，i，j = 1，2．因此，引理 1 中的条件 1) 成立．

易知，ψiφ +∑
2

j = 1
hijφ≥ 0，所以引理 1中的条件 2) 得证．当 x∈珚Ω时，有 φ( x，0) ≥ 0，引理 1中的条

件 3) 成立．
因为 u，v在Ω的边界上满足诺依曼边界条件，故 φ，ξ在Ω的边界上也满足诺依曼边界条件，因此引

理 1 中的条件 4) 成立．
根据引理1，得 φ( x，t) ≥0，( x，t) ∈Ω ×［0，!) ．同理可证，ξ( x，t) ≥0，( x，t) ∈Ω ×［0，!) ．因此，

式( 12) 得证．
对任意( x，t) ∈ Ω ×［0，!) ，有 － 1 + au( x，t) + av( x，t) ≤ α成立．因此，w满足不等式

wt ≤ d3wxx + r3w( α － w) ，x∈ Ω，t ＞ 0． ( 15)
若 Z是方程

Zt = d3Zxx + r3Z( α － Z) ，x∈ Ω，t ＞ 0，

Z( x，0) = w0 ( x) ，x∈
{ Ω

( 16)

的解，由比较原理可得 w≤ Z．对任意 c ＞ s* ，由文献［12］得到

0 ≤ lim
t→!

{sup sup
|x| ＞ ct

w( x，t }) ≤ lim
t→

{
!

sup
|x| ＞ ct

Z( x，t }) = 0．

因此，式( 5) 得证．下面证明式( 6) 成立．
由最大值原理可得，在 Ω中 w≤ α，由系统( 1) 和式( 12) 可得 u满足

ut ≥ duxx + r1u( β1 － u) ，x∈ Ω，t ＞ 0，

u( x，0) = u* ，x∈ Ω{ ．
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对任意 x∈Ω，t ＞ 0，由式( 9) 和最大值原理，得 v≥ β1 ＞ 0．同理可得，对任意 x∈Ω，t ＞ 0，有 v≥ β2 ＞ 0．
由式( 12) 可知

ut ≥ duxx + r1β1 ( 1 － u － kv) － r1a1w，x∈ Ω，t ＞ 0， ( 17)
vt ≥ dvxx + r2β2 ( 1 － hu － v) － r2a2w，x∈ Ω，t ＞ 0． ( 18)

定义 γ1 = r1a，γ2 = r2a，则式( 17) 和( 18) 可化为
ut + vt ≥ d( uxx + vxx ) + r1β1 ( 1 － u － kv) + r2β2 ( 1 － hu － v) － ( γ1 + γ2 ) w，x∈ Ω，t ＞ 0． ( 19)

令 W = a( u* + v* － u － v) ，由式( 19) 得
Wt ≤ dWxx－ a( r1β1+ r2β2h) ( u

* － u) － a( r1β1k － r2β2 ) ( v
* － v) + a( γ1+ γ2 ) w，x∈ Ω，t ＞ 0． ( 20)

设存在 σ ＞ 0，使得 a( r1β1+ r2β2h) ( u
* － u) + a( r1β1k + r2β2 ) ( v

* － v) ≥ σW，则有
( r1β1 + r2β2h) ( u

* － u) + ( r1β1k + r2β2 ) ( v
* － v) － σ( u* + v* － u － v) ≥ 0． ( 21)

由此，可以得到

σ≤ r1β1 + r2β2h，

σ≤ r1β1k + r2β2
{ ．

( 22)

将式( 21) 变形为
( σ － r1β1 － r2β2h) u + ( σ － r1β1k － r2β2v) +［r1β1 + r2β2 － σ( u* + v* ) ］≥ 0，

因此，需要

σ( u* + v* － r1β1 － r2β2 )
σ － r1β1k － r2β2

≥ 1，

σ( u* + v* － r1β1 － r2β2 )
σ － r1β1 － r2β2h

≥{ 1

成立，解该不等式组得

σ≤
r1β1 ( 1 － k)
u* + v* － 1

，σ≤
r2β2 ( 1 － h)
u* + v* － 1

． ( 23)

由式( 22) 和( 23) ，只需取 σ = {min r1β1 + r2β2h，r1β1k + r2β2，
r1β1 ( 1 － k)
u* + v* － 1

，
r2β2 ( 1 － h)
u* + v* － }1

，则有

Wt ≤ dWxx － σW + a( γ1 + γ2 ) w，x∈ Ω，t ＞ 0． ( 24)
注意到，当 t = 0 时，有 u = u* ，v = v* ．因此，如果 是方程

t = dxx － σ + a( γ1 + γ2 ) w，x∈ Ω，t ＞ 0，

( x，0) = 0，x∈{ Ω
的解，则有

( x，t) = a( γ1 + γ2 ) ∫
t

[
0

e －σ( t －s) ∫
Ω

1
4π( t － s槡 )

e
－ ( x－y) 2
4( t－s) w( y，s) d ]y ds． ( 25)

根据比较原理，可得

W≤ ，x∈ Ω，t≥ 0． ( 26)

对任意 ε∈ ( 0，s* ) ，存在 δ∈ ( 0，α) ，使得 2 d3 r3 ( α － δ槡 ) ＞ s* － ε．由文献［10］知，对此 δ，存在
M ＞ 0，及 τ ＞＞ 1，使得

( x，t) ≤ δ + Mw( x，t) ，x∈ Ω，t≥ τ． ( 27)
结合式( 26) 和( 27) ，得到 a( u + v) ≥ α + 1 － δ － Mw，于是由系统( 3) 可得，w满足

wt ≥ d3wxx + r3w［α － δ － ( M + 1) w］，x∈ Ω，t≥ τ，

w( x，τ) ＞ 0，x∈ Ω{ ．

根据文献［7］，对任意 c∈ ( s* － ε，2 d3 r3 ( α － δ槡 ) ) ，使得

lim
t→!

{inf inf
|x| ＜ ct

w( x，t }) ≥ α － δ
M + 1．
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由 ε的任意性，式( 6) 得证．
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Invasion Speed of a Predator-prey Model

ZHANG Qi，WANG Linlin，FAN Yonghong

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: A predator-prey model with two preys and one predator is considered． The invasion speed was ob-
tained by applying the maximum principle and comparison principle． Moreover，the conditions of existing prob-
lems were weakened，and the corresponding results were generalized and improved．
Keywords: predator; prey; invasion speed
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