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离散时间输入时滞广义系统的 ＲHC镇定控制

王晓静，刘晓华

( 鲁东大学 数学与统计科学学院，山东 烟台 264039)

摘要:本文研究离散时间具有输入时滞的广义系统的 ＲHC镇定问题．构造了一个包含两个终端加权矩阵的性
能指标，在满足正则性和无脉冲的前提条件下，通过使该性能指标单调递减得到系统可镇定的充分条件，该

条件可通过线性矩阵不等式进行求解．在满足可镇定的条件下，运用 LQＲ的方法得到系统可镇定的显式 ＲHC
控制器．
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由于在建模中物理变量可能不被选择为状态变量，或者因果关系原则在某些情况下不成立，针对经

典状态空间模型存在的这些约束，一类更为一般的广义系统已在电力系统、经济系统、生物系统等实际
问题中有着广泛的应用［1—3］．关于广义系统的控制问题取得了丰富的研究成果，其中包括分散控制［4］、
鲁棒控制［5］、H! 控制

［6］、自适应控制［7］、预测控制［8］及最优控制［9］等．近年来，具有时滞的广义系统成
为研究的热点［10—12］．
滚动时域控制［13］( receding horizon control，ＲHC) 有易于计算，保证闭环系统稳定性，以及对模型要

求较低等优点，已在实际的工业过程中得到成功的应用［14—16］． ＲHC 的基本思想是每一时刻求解一个有
限时域的最优控制问题，且只把得到的第一个解作为当前时刻的控制施加于被控系统，到下一时刻重复

上述过程，所以 ＲHC是一种在线的滚动优化［17］．
本文基于 ＲHC方法研究具有输入时滞的离散时间广义系统的镇定问题．文中构造一个条件期望形

式的性能指标，运用线性矩阵不等式的方法，通过使最优性能指标单调递减，得到输入时滞广义系统可

镇定的充分条件．在满足正则性和无脉冲的前提条件下，运用极值原理和 LQＲ 方法求解一个有限时域
的最优控制问题，建立伴随状态与系统状态之间的关系，通过求解一组耦合的具有时滞的正倒向差分方

程，得到系统可镇定的显式 ＲHC镇定控制器．

1 问题描述

考虑具有输入时滞的离散时间广义系统

E0xk+1 = Axk + B0uk + Bduk－d， ( 1)
其中: E0 ∈ Ｒn×n 为奇异矩阵，且满足 0 ＜ rank( E0 ) ≤ n; xk ∈ Ｒn 和 uk ∈ Ｒm 分别为状态和控制输入;

d为常数时滞; x0 和 u－i，i = 1，2，…，d为给定的初始值; A以及 Bi，i = 0，d为适当维数的矩阵．
下面定义系统( 1) 的镇定问题．
定义 1 系统( 1) 称为可镇定的，若对任意给定的 x0，u－i，i = 1，2，…，d，存在线性反馈控制器



第 3 期 王晓静，等: 离散时间输入时滞广义系统的 ＲHC镇定控制 201

uk = Lxk +∑
d

i = 1
Liuk－i， ( 2)

其中: L，Li，i = 1，2，…，d是常数矩阵，使得闭环系统满足
lim
k→!

Ε( ‖xk‖
2 ) = 0．

问题 1 寻找系统( 1) 在如( 2) 所示的控制器控制下可镇定的条件，如果该条件满足，给出显式的
ＲHC镇定控制器．

2 输入时滞系统的 ＲHC镇定控制

本节研究系统( 1) 基于 ＲHC的镇定问题，首先给出 ＲHC的解．

2． 1 滚动时域控制

为了解决问题 1，引入如下的性能指标

Jk－1 ( xk，k) = Εk－ {1 ∑
N

i = 0
［xTk+i ( E

k+i
0 )

TQEk+i
0 xk+i + uT

k+iＲuk+i］+

xTk+N+1 ( E
k+N+1
0 )

TF1E
k+N+1
0 xk+N+1 + ∑

N

i = N+1－d
uT
k+iF2u }k+i ， ( 3)

其中: k为初始时刻，Q ＞ 0，Ｒ ＞ 0，F1 ＞ 0，F2 ＞ 0，N为时域长度，Εk－1［·］表示［·］关于测度 Fk－1 的条

件期望．
下面解决系统( 1) 的线性二次最优控制问题，即寻找 Fk－1 － 可测的控制 uk，使得性能指标( 3) 最

小．为了进一步的研究，给出如下假设:
假设 1 对广义随机系统( 1) ，有 E0Ai = AiE0 和 E0珔Ai = 珔AiE0 成立．
假设 2 对( E0Ai ) 是容许的，即 deg( det( zE0 － Ai ) ) = rank( E0 ) ．
本文的研究是在假设 1 和假设 2 满足的前提下进行．
为了得到 ＲHC镇定控制器，需求解在系统( 1) 的约束下，最小化性能指标( 3) 的最优控制问题．由

极值原理，可得

λk+N = F1E
k+N+1
0 xk+N+1， ( 4)

λ i －1 = Εi －1［A
Tλ i］+ QEi

0xi，i = k，k + 1，…，k + N， ( 5)
0 = ( Ｒ + F2 ) ui + Εi －1［B

T
0 ( E

i
0 )

Tλ i］，i = k + N － d + 1，k + N － d + 2，…，k + N， ( 6)
0 = Ｒui + Εi －1［B

T
0 ( E

i
0 )

Tλ i + BT
d ( E

i+d
0 )

Tλ i +d］，i = k，k + 1，…，k + N － d， ( 7)
其中: λ i 为协态，且 λ i = 0，i ＞ k + N．
引理 1 在系统( 1) 的约束下，最小化性能指标( 3) 的最优控制器为

us = － Ｒ－1
s TsE

s
0xs － Ｒ－1

s ∑
d－1

j = 0
T j

s uj+s－d，s = k，k + 1，…，k + N， ( 8)

其中: Ｒs，Ts，T
j
s，Ps，P

j
s，j = 0，1，…，d － 1 满足如下的倒向随机差分方程:

Ps = ATPs+1A － TT
s Ｒ

－1
s Ts + Q， ( 9)

Ts = BT
0 ( E

s
0 )

TPs+1A + ( Pd－1
s+1 )

TA， ( 10)
Ｒs = Ｒ + BT

0 ( E
s
0 )

TPs+1E
s
0B0 + BT

d ( E
s+d
0 )

TPs+d+1E
s+d
0 Bd + BT

0 ( E
s
0 )

TPd－1
s+1 +

( Pd－1
s+1 )

TEs
0B0 －∑

d

i = 1
( Td－i

s+i )
TＲ－1

s+iT
d－i
s+i，k≤ s≤ k + N － d， ( 11)

Ｒs = ( Ｒ + F2 ) + BT
0 ( E

s
0 )

TPs+1E
s
0B0 + BT

d ( E
s+d
0 )

TPs+d+1E
s+d
0 Bd + BT

0 ( E
s
0 )

TPd－1
s+1 +

( Pd－1
s+1 )

TEs
0B0 －∑

d

i = 1
( Td－i

s+i )
TＲ－1

s+iT
d－i
s+i，k + N － d ＜ s≤ k + N， ( 12)
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T0
s = BT

0 ( E
s
0 )

TPs+1E
s
0Bd + ( Pd－1

s+1 )
TEs

0Bd， ( 13)

T j
s = BT

0 ( E
s
0 )

TPj－1
s+1 + ( Pd－j－1

s+j+1 )
TEj

0Bd －∑
j

i = 1
( T d－i

s+i )
TＲ－1

s+iT
j－i
s+i， ( 14)

P0
s = ATPs+1E

s
0Bd － TT

s Ｒ
－1
s T0

s， ( 15)
Pj

s = ATPj－1
s+1 － TT

s Ｒ
－1
s T j

s，j = 1，2，…，d － 1． ( 16)
终端值为: Pk+N+1 = F1，Pk+N+1+i = 0，P j

k+N+i = 0，T j
k+N+i = 0，Ｒk+N+i = I，i≥ 1，j = 0，1，…，d － 1．

此外，最优协态 λ i 和状态 xk 满足如下关系:

λk－1 = PkE
k
0xk +∑

d－1

j = 0
Pj

kuj+k－d ．

2． 2 ＲHC镇定

本文需要解决的另一个问题是系统( 1) 的镇定问题，输入时滞系统的 ＲHC 镇定条件将在这一部分
给出．首先研究性能指标( 3) 的性质．
引理 2 假设对给定的矩阵 H1 和 H2，性能指标( 3) 中的矩阵 F1 和 F2 满足下列的矩阵不等式

Π11 Π12

ΠT
12 Π[ ]

22

≤ 0， ( 17)

其中:

Π11 = Q + HT
1 ( F2 + Ｒ) H1 + ( A + B0H1 )

TF1 ( A + B0H1 ) － F1，

Π12 = HT
1 ( F2 + Ｒ) H2 + ( A + B0H1 )

TF1 ( B0H2 + Bd ) ，

Π22 = HT
2 ( F2 + Ｒ) H2 + ( B0H2 + Bd )

TF1 ( B0H2 + Bd ) － F2 ．
则有

Εk－1［J
*
k ( xk+1，k + 1) ］－ J*k－1 ( xk，k) ≤ 0 ( 18)

成立．其中，J*k－1 ( xk，k) 是系统初始状态为 xk，且最优控制序列为( 8) 时的性能指标( 3) 的值．
证明 由性能指标( 3) ，可得

Εk－1［J
*
k ( xk+1，k + 1) ］－ J*k－1 ( xk，k) =

Εk－ {1 Ε [k ∑
N

i = 0

珋xTk+i+1 ( E
k+i+1
0 )

TQEk+i+1
0 珋xk+i+1 +∑

N

i = 0

珔uT
k+i+1Ｒ珔uk+i+ ]1 +

珋xTk+N+2 ( E
k+N+2
0 )

TF1E
k+N+2
0 珋xk+N+2 + ∑

N

i = N+1－d

珔uT
k+i+1F2珔uk+i+ }1 －

Εk－ {1 ∑
N

i =
[

0

珓xTk+i ( E
k+i
0 )

TQEk+i
0 珓xk+i +珘u

T
k+iＲ珘u ]k+i + 珓xTk+N+1 ( E

k+N+1
0 )

TF1E
k+N+1
0 珓xk+N+1+ ∑

N

i = N+1－d

珘uT
k+iF2珘u }k+i ，( 19)

其中: 珔uk+i+1 和珘uk+i，i = 1，2，…，N分别是以 xk+1 和 xk 为初始状态时，最小化性能指标( 3) 所得的最优控
制序列; 珋xk+i+1 和 珓xk+i 是系统( 1) 分别在控制序列珔uk+i+1 和珘uk+i，i = 0，1，…，N控制下的最优状态．令

珔uk+i+1 =
珘uk+i+1，i = 1，2，…，N － 1，

H1E
k+N+1
0 珓xk+N+1 + H2珘uk+N+1－d，

{ i = N．
( 20)

考虑到系统( 1) 和式( 20) ，由式( 19) 可得
Εk－1［J

*
k ( xk+1，k + 1) ］－ J*k－1 ( xk，k) ≤

Εk－ {1 珓x
T
k+N+1 ( E

k+N+1
0 )

TQEk+N+1
0 珓xk+N+1+( H1E

k+N+1
0 珓xk+N+1+H2珘uk+N+1－d )

T ( F2+Ｒ) ( H1E
k+N+1
0 珓xk+N+1+H2珘uk+N+1－d ) +

［A( k + N + 1) 珓xk+N+1 + B0 ( k + N + 1) ( H1E
k+N+1
0 珓xk+N+1 + H2珘uk+N+1－d ) + Bd ( k + N + 1) 珘uk+N+1－d］

T ×
( Ek+N+1

0 )
TF1E

k+N+1
0 ［A( k + N + 1) 珓xk+N+1 + B0 ( k + N + 1) ( H1E

k+N+1
0 珓xk+N+1 + H2珘uk+N+1－d ) +

Bd ( k + N + 1) 珘uk+N+1－d］－ 珓x
T
k ( E

k
0 )

TQEk
0珓xk－ 珘u

T
k Ｒ珘uk－ 珓x

T
k+N+1 ( E

k+N+1
0 )

TF1E
k+N+1
0 珓xk+N+1－ 珘u

T
k+N+1－dF2珘uk+N+1 }－d =
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Εk－1

Ek+N+1
0 珓xk+N+1

珘uk+N+1
[ ]

－d

T

Π
Ek+N+1

0 珓xk+N+1

珘uk+N+1
[ ]

－d

－ 珓xTk ( E
k
0 )

TQEk
0珓xk － 珘uT

k Ｒ珘u{ }k ， ( 21)

其中 Π为( 17) 中的矩阵．显然，若 Π≤ 0，则有式( 18) 成立．证毕．
下面的定理将矩阵不等式( 17) 转化为线性矩阵不等式进行求解．
定理 1 若存在 X ＞ 0，S ＞ 0，Y1，Y2 ，使得

－ X 0 XQ
1
2 Y1Ｒ

1
2 Y1 XAT + Y1B

T
0

* － S 0 Y2Ｒ
1
2 Y2 Y2B

T
0 + SBT

d

＊ ＊ － I 0 0 0
＊ ＊ ＊ － I 0 0
＊ ＊ ＊ ＊ － S 0
＊ ＊ ＊ ＊ ＊

















－ X

≤ 0， ( 22)

则矩阵不等式( 17) 的解为 F1 = X－1，F2 = S－1，H1 = YT
1F1，H2 = YT

2F2 ．
证明 不等式( 17) 等价于

Π11 Π12

ΠT
12 Π[ ]

22

=
－ F1 0

0 － F[ ]
2

+

Q + HT
1 ( F2+ Ｒ) H1+ ( A + B0H1 )

TF1 ( A + B0H1 ) HT
1 ( F2+ Ｒ) H2+ ( A + B0H1 )

TF1 ( B0H2 + Bd )

* HT
2 ( F2+ Ｒ) H2+( B0H2 + Bd )

TF1 ( B0H2 + Bd
[ ]) =

－ F1 0

0 － F[ ]
2

+
Q

1
2 HT

1Ｒ
1
2 HT

1 ( A + B0H1 )
T

0 HT
2Ｒ

1
2 HT

2 ( B0H2 + Bd )
[ ]T

I 0 0 0
0 I 0 0
0 0 F2 0

0 0 0 F













1

Q
1
2 0

Ｒ
1
2 H1 Ｒ

1
2 H2

H1 H2

A + B0H1 B0H2 + B













d

=

－ F1 0

0 － F[ ]
2

－
Q

1
2 HT

1Ｒ
1
2 HT

1 ( A + B0H1 )
T

0 HT
2Ｒ

1
2 HT

2 ( B0H2 + Bd )
[ ]T

×

－ I 0 0 0
0 － I 0 0
0 0 － F－1

2 0

0 0 0 － F－1













1

－1 Q
1
2 0

Ｒ
1
2 H1 Ｒ

1
2 H2

H1 H2

A + B0H1 B0H2 + B













d

≤ 0． ( 23)

通过引入变量变换 X = F－1
1 ，S = F－1

2 ，Y1 = F－1
1 HT

1，Y2 = F－1
2 HT

2，以及 Schur 补引理，则矩阵不等式
( 23) 等价于线性矩阵不等式( 22) ．
定理 2 给定 Q ＞ 0，Ｒ ＞ 0，若存在 F1 ＞ 0，F2 ＞ 0 和矩阵 H1，H2，使得矩阵不等式( 17) 成立，则

系统( 1) 在滚动时域控制下是渐近均方稳定的．
证明 由引理 2，存在 F1 ＞ 0，F2 ＞ 0 和 H1，H2 满足式( 17) ，则有

Εk－1［J
*
k ( xk+1，k + 1) ］－ J*k－1 ( xk，k) ≤ 0

成立．由于
Ε{ Εk－1［J

*
k ( xk+1，k + 1) ］－ J*k－1 ( xk，k) } = Ε［J*k ( xk+1，k + 1) ］－ Ε［J*k－1 ( xk，k) ］，

因此，Ε［J*k－1 ( xk，k) ］是单调不增的．又因为 Ε［J*k－1 ( xk，k) ］≥ 0，所以lim
k→!

Ε［J*k－1 ( xk，k) ］存在，且

lim
k→!

Ε［J*k ( xk+1，k + 1) － J*k－1 ( xk，k) ］ = 0．

由式( 21) 可得，lim
k→!

Ε( ‖珓xk‖
2 ) = 0．
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3 仿真算例

本节通过一个仿真算例来检验 ＲHC方法的有效性．
考虑具有输入时滞的离散时间广义系统( 1) 和性能指标( 3) ，其中

E0 = 0． 1 0
0．[ ]1 0
，A = － 0． 5 1

0． 5 －[ ]2 ，B0 = － 2
－[ ]1 ，B2 = － 0． 5

－ 0．[ ]2 ，Q = 1 0[ ]0 1
，

及 Ｒ = 1，d = 2，N = 2．
通过求解 LMI ( 22) ，可得矩阵 F1，F2，H1，H2 ．由式( 9) ～ ( 16) 可计算出 uk 的增益矩阵

K = ［－ Ｒ－1
0 T0 － Ｒ－1

0 T1
0 － Ｒ－1

0 T0
0］．

仿真中取系统( 1) 的初始值为 x0 =［1 － 1］T，u0 = 1，u－1 = － 1，图 1 给出了 ＲHC控制闭环系统
的状态轨迹，从图 1 中可以看出系统状态是渐近稳定的．

图 1 闭环系统的状态轨迹
Fig． 1 The state trajectory of the closed loop system

4 结语

本文研究了具有输入时滞的离散时间广义系统的 ＲHC镇定问题．构造了一个包含两个终端加权矩
阵的性能指标，在满足正则化和无脉冲条件下，通过求解一组耦合的差分方程，得到显式的 ＲHC镇定控
制器．同时提出基于终端加权矩阵 LMI 形式的 ＲHC 镇定的充分条件，该条件保证系统的最优代价是单
调递减的，从而保证了系统的闭环状态轨迹渐近稳定．仿真结果验证该方法的有效性．

参考文献:

［1］ DAI L． Filtering and LQG problems for discrete-time stochastic singular systems［J］． IEEE Transactions on Automatic Con-
trol，1989，34( 10) : 1105 － 1108．

［2］ XU S Y，LAM J，ZOU Y． An improved characterization of bounded realness for singular delay systems and its applications
［J］． International Journal of Ｒobust and Nonlinear Control，2008，18( 3) : 263 － 277．



第 3 期 王晓静，等: 离散时间输入时滞广义系统的 ＲHC镇定控制 205

［3］ ZHAO X，LIN C，CHEN B，et al． Stability analysis for linear time-delay systems using new inequality based on the second-
order derivative［J］． Journal of the Franklin Institute，2019，356( 15) : 8770 － 8784．

［4］ LIU L，XU S Y，XIE X J，et al． Observer-based decentralized control of large-scale stochastic high-order feedforward sys-
tems with multi time delays［J］． Journal of the Franklin Institute，2019，356( 16) : 9627 － 9645．

［5］ FANG C H，LEE L，CHANG F Ｒ． Ｒobust control analysis and design for discrete-time singular systems［J］． Automatica，
1994，30( 11) : 1741 － 1750．

［6］ AMATO F，MATTEI M，PIＲONTI A． Solution of the state feedback singular H! control problem for linear time-varying sys-
tems［J］． Automatica，2000，36( 10) : 1469 － 1479．

［7］ YAN J J，CHANG W D，YAU H T，et al． Decentralized adaptive control for large-scale singular systems with series nonlin-
earities［J］． IFAC Proceedings Volumes，2004，37( 11) : 49 － 54．

［8］ LIU X H，YANG Y H． Observer-based robust predictive control of singular systems with time-delay and parameter uncer-
tainties［J］． Journal of Systems Engineering and Electronics，2009，20( 3) : 590 － 597．

［9］ SHU Y D，ZHU Y G． Optimistic value based optimal control for uncertain linear singular systems and application to a dy-
namic input-output model［J］． ISA Transactions，2017，71( 2) : 235 － 251．

［10］ CUI P，ZHANG C H，ZHANG H S，et al． Indefinite linear quadratic optimal control problem for singular discrete-time sys-
tem with multiple input delays［J］． Automatica，2009，45( 10) : 2458 － 2461．

［11］ SONG X M，ZHANG H S，XIE L H． Stochastic linear quadratic regulation for discrete-time linear systems with input delay
［J］． Automatica，2009，45( 9) : 2067 － 2073．

［12］ LI L，ZHANG H S． Linear quadratic regulation for discrete-time systems with state delays and multiplicative noise［J］． Con-
trol Theory and Technology，2015，13( 4) : 348 － 359．

［13］王晓静，刘晓华．离散时间状态时滞系统 ＲHC镇定控制［J］．鲁东大学学报( 自然科学版) ，2020，36( 2) : 105 － 109．
［14］ PAＲK J H，YOO H W，HAN S． Ｒeceding horizon control for input delayed systems［J］． IEEE Transactions on Automatica

Control，2008，53( 7) : 1746 － 1752．
［15］ HOKEYAM P，CINQUEMANI E，CHATTEＲJEE D． Stochastic receding horizon control with output feedback and bounded

controls［J］． Automatica，2012，48( 1) : 77 － 88．
［16］ PＲIMBS J A，SUNG C H． Stochastic receding horizon control of constrained linear systems with state and control multiplica-

tive noise［J］． IEEE Transactions on Automatica Control，2009，54( 2) : 221 － 230．
［17］ KWON W H，HAN S． Ｒeceding horizon control: model predictive control for state models［M］． New York: Springer，2005．

ＲHC Stabilization Control for
Discrete-time Singular Systems with Input Delay

WANG Xiaojing，LIU Xiaohua

( School of Mathematics and Statistics Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: The ＲHC stabilization problem for discrete-time singular systems with input delay is studied． A cost
function containing two terminal weighted matrixes was constructed，and a sufficient condition for the stabiliza-
tion of the system was obtained by monotonically decreasing the cost function，which could be solved by LMI．
Under the condition of stabilization，the explicit ＲHC controller was obtained by the LQＲ method．
Keywords: input delay; receding horizon control; singular system; stabilization
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