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基于 Ｒazumikhin方法的二阶随机非线性时变时滞
系统的输出反馈控制
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摘要:本文针对一类二阶的随机时变时滞非线性系统，研究其输出反馈镇定问题．基于 Ｒazumikhin 方法和反
推设计技术，构造合适的观测器和 Lyapunov函数，所设计的控制器可以保证闭环系统的平衡点依概率全局渐
近稳定．通过 Ｒazumikhin方法设计的控制方案，能够彻底去掉此类系统传统结果中对时滞导数的限制．仿真
示例验证了控制方案的有效性．
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在分析和设计随机控制系统时，由于时滞现象的出现使得问题变得困难［1—3］，因此，带有时滞现象

的非线性系统的稳定性分析受到越来越多学者的关注［4—5］，它不仅有重要的理论价值，还有较强的实际

意义［6—7］．在带有时滞的随机时变非线性系统的研究中，文献［8］首次为一般的随机非线性系统设计全
局渐近稳定的输出反馈控制器．通过变换系统的形式和施加不同的增长条件，文献［9—12］研究了随机
非线性系统的输出反馈镇定问题，文献［13—14］通过选择适当的观测器和有效的增益函数，为高阶次
的随机非线性系统的输出反馈镇定问题设计了控制方案．在文献［12］的基础上，文献［15］增加时滞现
象，研究高阶随机时变时滞非线性系统的输出反馈镇定问题．受文献［16—17］的启发，本文利用 Ｒazu-
mikhin方法，参照文献［13］的观测器，对文献［16］中二阶系统的输出反馈镇定问题进行进一步探索和
研究，与此同时，去掉时滞导数的取值限制．通过本文的输出反馈控制器设计，得到系统的平衡点是依概
率全局渐近稳定的，且状态输出几乎处处调节到原点．
本文主要考虑如下一类随机时变时滞非线性系统:

dη1 ( t) = ( η2 ( t) + f1 ( t，η1 ( t) ，η1 ( t － d( t) ) ) ) dt + g1
T ( t，η1 ( t) ，η1 ( t － d( t) ) ) dω，

dη2 ( t) = ( v( t) + f2 ( t，珔η2 ( t) ，珔η2 ( t － d( t) ) ) ) dt + g2
T ( t，珔η2 ( t) ，珔η2 ( t － d( t) ) ) dω，

y( t) = η1 ( t
{

) ，

( 1)

其中 v( t) ∈ Ｒ是系统的控制输入，η( t) = ( η1 ( t) ，η2 ( t) )
T∈ Ｒ2 是系统的状态，y( t) ∈ Ｒ是系统的输

出;珔η2 ( t) = ( η1 ( t) ，η2 ( t) )
T，珔η2 ( t － d( t) ) = ( η1 ( t － d( t) ) ，η2 ( t － d( t) ) ) T ; d( t) 为时变状态时滞，满

足 0≤ d( t) ≤ d; ω为定义在概率空间( Ω，F，P) 上的 m维标准Wiener过程，Ω，F，P分别为样本空间，σ
－ 代数和概率测度; 函数 fi ( Ｒ

i × Ｒi → Ｒ) 和 gi ( Ｒ
i × Ｒi → Ｒm ) 关于( 珔ηi ( t) ，珔ηi ( t － d( t) ) ) 是局部

Lipschitz的，且 fi ( 0，0) = 0，gi ( 0，0) = 0，i = 1，2．

1 预备知识

以下记号贯穿全文． tr{ X} 为方阵X的迹，| X|为欧几里得空间中向量X的 L2范数，C
i为相应定义域

上的 i阶连续可微函数．对于定义在［－ d，!) × Ｒn上的非负函数 V( t，x) ，C1，2( ［－ d，!) × Ｒn ; Ｒ + ) 为关
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于分量 t是 C1 的且关于分量 x是 C2 的函数集合．
考虑如下随机时滞非线性系统:

dx( t) = f( t，x( t) ，x( t － d( t) ) ) dt + g( t，x( t) ，x( t － d( t) ) ) dω，t≥ 0， ( 2)
其中: 初始条件为 { x( θ) : － d≤ θ≤ 0} = ζ∈ Cb

F0( ［－ d，0］; Ｒn ) ，Borel可测函数 f: Ｒ + × Ｒn × C［－ d，
0］→ Ｒn 和 g: Ｒ + × Ｒn × C［－ d，0］→ Ｒn×r 满足局部 Lipschitz条件，且 f( t，0，0) ≡ g( t，0，0) ≡ 0．
定义 1［16］ 在系统( 2) 中，对于 V( t，x( t) ) ∈ C1，2，定义微分算子 L为:

LV( t，x( t) ) = V
t

+ V
x

f + 1
2 tr{ gT 2V

x2
g} ．

引理 1［16］ 设存在正定且连续的 Lyapunov 函数 V( t，x) ∈ C1，2( ［－ d，!) × Ｒn ; Ｒ + ) ，正常数 μ，p，
c1，c2 和 q ＞ 1，使得 c1 | x| p ≤ V( t，x) ≤ c2 | x| p，并且对于 t≥ 0，对任意 － d≤ θ≤ 0，xt ( θ) = x( t + θ)

∈ Lp
Ft
( ［－ d，0］; Ｒn ) ，当 V( t + θ，xt ( θ) ) ＜ qV( t，x( t) ) 时，有

ELV( t，x( t) ) ≤－ μEV( t，x( t) ) ，
则对于所有 ζ∈Cb

F0( ［－ d，0］; Ｒn ) ，随机时滞系统( 2) 的平衡点 x = 0是依概率全局渐近稳定的( GAS) ．

这里 Lp
Ft
( ［－ d，0］; Ｒn ) 定义为 Ft 可测随机变量 xt ( θ) 的集合，且 sup

－d≤θ≤0
E| xt ( θ) | p ＜ !．

引理 2［15］ 对任意的 x∈ Ｒ，y∈ Ｒ，且 p≥ 1 是一个常数，如下不等式成立:

| x + y| p ≤ 2p－1 | xp + yp | ．
引理 3［16］ 设 x，y为常数，m，n ＞ 0，则对于任意正常数 c，如下不等式成立:

xmyn ≤ c| x| m+n + n
m + n(

m
c( m + n) )

m
n | y| m+n ．

2 控制器设计

假设系统( 1) 满足:
假设 1 存在 ai ＞ 0( i = 1，2) ，使得下式成立:

| fi ( t，珔ηi ( t) ，珔ηi ( t － d( t) ) ) |≤ a1 (∑
i

k = 1
| ηk ( t) | +∑

i

k = 1
| ηk ( t － d( t) ) | ) ，

| gi ( t，珔ηi ( t) ，珔ηi ( t － d( t) ) ) |≤ a2 (∑
i

k = 1
| ηk ( t) | +∑

i

k = 1
| ηk ( t － d( t) ) | ) ．

首先，引入一组坐标变换:

η1 ( t) = x1 ( t) ，η2 ( t) = Nx2 ( t) ，v( t) = k0N
2u( t) ， ( 3)

则系统( 1) 可以表示为:
dx1 ( t) = ( Nx2 ( t) + f1 ( t，x1 ( t) ，x1 ( t － d( t) ) ) ) dt + g1

T ( t，x1 ( t) ，x1 ( t － d( t) ) ) dω，

dx2 ( t) = ( Nk0u( t) + 珋f2 ( t，珋x2 ( t) ，珋x2 ( t － d( t) ) ) ) dt + 珔g2
T ( t，珋x2 ( t) ，珋x2 ( t － d( t) ) ) dω，

y( t) = x1 ( t
{

) ，

( 4)

其中，N≥ 1，k0 ＞ 0，珋f2 =
f2
N，
珔g2 =

g2

N ． 由假设 1 中的不等式可以得到:

|珋fi ( t，珋xi ( t) ，珋xi ( t － d( t) ) ) |≤ a1 (∑
i

k = 1
| xk ( t) | +∑

i

k = 1
| xk ( t － d( t) ) | ) ，

|珔gi ( t，珋xi ( t) ，珋xi ( t － d( t) ) ) |≤ a2 (∑
i

k = 1
| xk ( t) | +∑

i

k = 1
| xk ( t － d( t) ) | ) ，i = 1，2．

2． 1 状态反馈控制器设计

第一步:定义误差变量 ξ1 = x1和Lyapunov函数U1( ξ1) =
1
4 k1ξ

4
1( k1 ＞ 0) ，由定义1，假设1和引理3得，
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LU1 ( ξ1 ) ≤ k1ξ
3
1 ( Nx2 + f1 ) +

3
2 k1ξ

2
1g

2
1 ≤

Nk1ξ
3
1x2 + a1k1ξ

3
1 ( | ξ1 | + | ξ1 ( t － d( t) ) | ) + 3a2

2k1ξ
2
1 ( | ξ1 | 2 + | ξ1 ( t － d( t) ) | 2 ) ≤

N( k1ξ
3
1x2 + ( a1k1 + 3a2

2k1 + l11 + l12 ) ξ
4
1 + ( 珋l11 + 珋l12 ) ξ

4
1 ( t － d( t) ) ) ，

其中，珋l11 = 1
4 (

3
4l11
) 3 ( a1k1 )

4，珋l12 = 1
4l12
( 3a2

2k1 )
2，l11，l12 ＞ 0． 显然，可选取虚拟控制器

x*2 = － (
c11 + l11 + l12

k1
+ a1 + 3a2

2 ) ξ1 ( t) = － α1ξ1 ( t) ， ( 5)

其中 c11 ＞ 0，α1 =
c11 + l11 + l12

k1
+ a1 + 3a2

2，则有

LU1 ( ξ1 ) ≤ N( k1ξ
3
1 ( x2 － x*2 ) + k1ξ

3
1x

*
2 + ( a1k1 + 3a2

2k1 + l11 + l12 ) ξ
4
1 + ( 珋l11 + 珋l12 ) ξ

4
1 ( t － d( t) ) ) ≤

N( － c11ξ
4
1 + k1ξ

3
1 ( x2 － x*2 ) + γ11ξ

4
1 ( t － d( t) ) ) ， ( 6)

其中: γ11 = 珋l11 + 珋l12 ．
第二步: 定义误差变量 ξ2 = x2 － x*2 = x2 + α1ξ1，由式( 1) 和 ξ2 的定义，得

dξ2 = N( k0u + α1x2 ) dt + ( 珋f2 + α1 f1 ) dt + ( 珔g
T
2 + α1珔g

T
1 ) dω． ( 7)

选取 Lyapunov函数 U2 ( ξ1，ξ2 ) = U1 ( ξ1 ) +
1
4 k2ξ

4
2 ( k2 ＞ 0) ，由式( 6) 和( 7) 可得

LU2 ( ξ1，ξ2 ) ≤ N( － c11ξ
4
1 + k1ξ

3
1 ( x2 － x*2 ) + γ11ξ

4
1 ( t － d( t) ) + Nk0k2ξ

3
2u + Nk2α1ξ

3
2x2 +

k2ξ
3
2 ( 珋f2 + α1 f1 ) +

3
2 k2ξ

2
2 ( 珔g

T
2 + α1珔g

T
1 )

2 ) ． ( 8)

利用假设 1，ξ2 的定义和引理 3，得
Nk1ξ

3
1 | x2 － x*2 | = Nk1ξ

3
1 | ξ2 |≤ N( b21ξ

4
1 + ρ21ξ

4
2 ) ， ( 9)

Nk2α1ξ
3
2x2 = Nk2α1ξ

3
2 ( ξ2 － α1ξ1 ) ≤ N( b22ξ

4
1 + ρ22ξ

4
2 ) ， ( 10)

Nk2ξ
3
2 ( 珋f2 + α1 f1 ) ≤ N( b23ξ

4
1 + ρ23ξ

4
2 + b11ξ

4
1 ( t － d( t) ) + d23ξ

4
2 ( t － d( t) ) ) ， ( 11)

N· 3
2 k2ξ

2
2 ( 珔g

T
2 + α1珔g

T
1 )

2 ≤ N· 3
2 k2ξ

2
2·2( 珔g2

2 + α2
1珔g

2
1 ) ≤

N( b24ξ
4
1 + ρ24ξ

4
2 + b21ξ

4
1 ( t － d( t) ) + d24ξ

4
2 ( t － d( t) ) ) ． ( 12)

将式( 9) ～ ( 12) 代入不等式( 8) ，可得
LU2 ( ξ1，ξ2 ) ≤ N( － c21ξ

4
1 + ρ2ξ

4
2 + q21ξ

4
1 ( t － d( t) ) + q22ξ

4
2 ( t － d( t) ) + Nk0k2ξ

3
2u) ， ( 13)

其中: c21 = c11 －∑
4

i = 1
b2i ＞ 0，ρ2 =∑

4

i = 1
ρ2i ＞ 0，q21 =∑

2

i = 1
b2i + γ11 ＞ 0，q22 =∑

4

i = 3
d2i ＞ 0． 选取虚拟控制器

x*3 = － (
c22 + ρ2
k0k2
) ξ2 = － α2ξ2， ( 14)

其中: α2 =
c22 + ρ2
k0k2
，c22 ＞ 0． 将式( 14) 代入式( 13) ，得

LU2 ( ξ1，ξ2 ) ≤ N( － ( c21ξ
4
1 + c22ξ

4
2 ) + q21ξ

4
1 ( t － d( t) ) + q22ξ

4
2 ( t － d( t) ) + k0k2ξ

3
2 ( u － x*3 ) ) ．

( 15)
注: 在 Lyapunov函数 U1 ( ξ1 ) 和 U2 ( ξ1，ξ2 ) 的选择中，分别引入参数 k1 和 k2，使得设计更加灵活，并

通过选取适当的 k1 和 k2，使函数 L( x1 ) 的增益不至于过大．

2． 2 观测器设计

与文献［13］所设计的观测器类似，本文设计如下观测器:

dz = N( k0u －
dL( x1 )
dx1
( z + L( x1 ) ) －

dL( x1 )
dx1

f1 － 1
2

d2L( x1 )
dx1

2 | gT
1 | 2 ) dt －

dL( x1 )
dx1

gT
1 dω， ( 16)
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其中: L( x1 ) 是满足
dL( x1 )
dx1

≥ 0 的光滑待定参数．

令 e = x2 － L( x1 ) － z，由于

dL( x1 ) = ( N
dL( x1 )
dx1

x2 +
dL( x1 )
dx1

f1 + 1
2

d2L( x1 )
dx1

2 | gT
1 | 2 ) dt +

dL( x1 )
dx1

gT
1 dω， ( 17)

则由式( 1) ，( 16) 和( 17) 可得

de = ( 珋f2 + N
dL( x1 )
dx1
( z + L( x1 ) － x2 ) ) dt + 珔g

T
2 dω．

选取 Lyapunov函数 W( e) = e4
4 ，则

LW( e) = e3 ( 珋f2 + N
dL( x1 )
dx1
( z + L( x1 ) － x2 ) ) +

3
2 e2 |珔gT

2 | 2 ． ( 18)

由引理 3，e的定义和
dL( x1 )
dx1

≥ 0，可得

e3珋f2 ≤ N( m31ξ
4
1 + m32ξ

4
2 + γ31 ( ξ

4
1 ( t － d( t) ) + ξ42 ( t － d( t) ) ) + γ32e

4 ) ， ( 19)

e3N
dL( x1 )
dx1
( z + L( x1 ) － x2 ) = － N

dL( x1 )
dx1

e4， ( 20)

3
2 e2 |珔gT

2 | 2 ≤ N( m41ξ
4
1 + m42ξ

4
2 + γ41 ( ξ

4
1 ( t － d( t) ) + ξ42 ( t － d( t) ) ) + γ42e

4 ) ． ( 21)

将式( 19) ～ ( 21) 代入式( 18) 得:

LW( e) ≤ N( c111ξ
4
1 + c112ξ

4
2 + c113 ( ξ

4
1 ( t － d( t) ) + ξ42 ( t － d( t) ) ) － (

dL( x1 )
dx1

－ γ32 － γ42 ) e
4 ) ，

( 22)

其中: c111 = ∑
4

i = 3
mi1 ＞ 0，c112 = ∑

4

i = 3
mi2 ＞ 0，c113 = ∑

4

i = 3
γi1 ＞ 0．

2． 3 构造增益函数———L( x1 )

由于 x2 不可测，将虚拟控制器 x*3 中的 x2 用 z + L( x1 ) 替换，得到控制器
u( t) = － α2 ( z + L( x1 ) + α1x1 ) ， ( 23)

因此，系统( 1) 的控制器为
v( t) = － k0N

2α2 ( z + L( x1 ) + α1x1 ) ． ( 24)
将式( 14) 和( 23) 代入式( 15) 中，由引理 3 得:

LU2 ( ξ1，ξ2 ) ≤ N( － ( c21ξ
4
1 + c22ξ

4
2 ) + q21ξ

4
1 ( t － d( t) ) + q22ξ

4
2 ( t － d( t) ) + k0k2ξ

3
2α2e) ≤

N( － c21ξ
4
1 － c52ξ

4
2 + q21ξ

4
1 ( t － d( t) ) + q22ξ

4
2 ( t － d( t) ) + c53e

4 ) ， ( 25)

其中: c52 ＞ 0，c53 ＞ 0．取 Lyapunov函数 V( ξ1，ξ2，e) = U2 ( ξ1，ξ2 ) + W( e) = 1
4∑

2

i = 1
kiξ

4
i +

1
4 e4，由式( 22)

和( 25) 可得:
LV( ξ1，ξ2，e) ≤ N( － c61ξ

4
1 － c62ξ

4
2 + c63ξ

4
1 ( t － d( t) ) + c64ξ

4
2 ( t － d( t) ) +

( c53 －
dL( x1 )
dx1

+ γ32 + γ42 ) e
4 ) ， ( 26)

其中: c61 = c21 － c111 ＞ 0，c62 = c52 － c112 ＞ 0，c63 = q21 + c113 ＞ 0，c64 = q22 + c113 ＞ 0．

取
dL( x1 )
dx1

= c65 + c53 + γ32 + γ42，c65 ＞ 1
4 ，代入式( 26) 得
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LV( ξ1，ξ2，e) ≤ N( －∑
2

i = 1
c6iξ

4
i － c65e

4 +∑
4

i = 3
c6iξ

4
i ( t － d( t) ) ) ． ( 27)

当

V( ξ( t － d( t) ) ) ≤ V( ξ( t － d( t) ) ，e( t － d( t) ) ) ＜ qV( ξ( t) ，e( t) ) ， ( 28)

即∑
4

i = 3
c6iξ

4
i ( t － d( t) ) ＜ q( 14∑

2

i = 1
kiξ

4
i + 1

4 e4 ) 时，有

LV( ξ1，ξ2，e) ≤ N( －∑
2

i = 1
( c6i －

q
4 ki ) ξ

4
i － ( c65 － q

4 ) e
4 ) = － μV( ξ1，ξ2，e) ， ( 29)

则必存在 q ＞ 1，使 μ ＞ 0 成立．
综上所述，本文主要结果如下:

定理1 在假设1成立的条件下，设计输出反馈控制器( 3) 、( 16) 和( 23) ，可使得系统( 1) 在［－ d，
!) 上几乎处处存在唯一解，且 x = 0 是依概率全局渐近稳定的．

证明 由式( 23) 可知，dudxi
( i = 1，2) 是连续的，故闭环系统( 1) 和( 23) 满足局部 Lipschiz条件，且

fi，gi 满足局部 Lipschiz条件，因此系统( 1) 在［－ d，!) 上几乎处处存在唯一解．由 U2 的表达式、式( 28)
和( 29) 可知，引理1条件已满足，故系统( 7) 的平衡点 ξ = 0依概率全局渐近稳定，又由 ξ1，ξ2的定义得，
x = 0 也是依概率全局渐近稳定的． 证毕．

3 仿真实例

本节给出以下实例来验证设计方法的有效性．考虑如下系统:

dη1 ( t) = η2dt +
1
5 η1 ( t － d( t) ) sin η1 sin ( η1 ( t － d( t) ) ) dt + 1

10( η1cos η1 + η1 ( t － d( t) ) ) dω，

dη2 ( t) = vdt+ 15 η1 ( t－d( t) ) sin ( η1 ( t－d( t))) sin η2dt+
1
20( η1cos η2+2η1sin η1sin ( η2 ( t－d( t) ) ) ) dω，

y( t) = η1 ( t)










．

( 30)

系统中取 d( t) = 1
4 ( 1 + sin t) ，根据引理 3，易得

| f1 |≤ 1
8 ( | η1 ( t) | + | η1 ( t － d( t) ) | ) ，| g1 |≤ 1

10( | η1 ( t) | + | η1 ( t － d( t) ) | ) ，

| f2 |≤ 1
8 ( | η2 ( t) | + | η1 ( t － d( t) ) | ) ，| g2 |≤ 1

10( | η1 ( t) | + | η1 ( t － d( t) ) | ) ，
其中: a1 = 0． 125，a2 = 0． 1．显然系统( 30) 满足假设 1．
引入一组坐标变换: η1 ( t) = x1 ( t) ，η2 ( t) = Nx2 ( t) ，v( t) = k0N

2u( t) ，则有

dx1 ( t) = Nx2dt +
1
5 x1 ( t－d( t) ) sin x1 sin ( x1 ( t－d( t) ) ) dt +

1
10( x1cos x1 + x1 ( t－d( t) ) ) dω，

dx2 ( t) = Nk0u( t) dt +
1
5Nx1 ( t － d( t) ) sin ( x1 ( t － d( t) ) ) sin x2dt +

1
20N( x1cos x2 + 2x1 sin x1 sin ( x2 ( t － d( t) ) ) ) dω，

y( t) = x1 ( t)















．

( 31)
根据前面的设计过程，可得

dz = N( k0u － 150( z + 150x1 ) － 300x1 ( t － d( t) ) sin x1 sin ( x1 ( t － d( t) ) ) ) dt －
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15( x1cos x1 + x1 ( t － d( t) ) ) dω．

取 α1 = 1． 32，α2 = 2． 07，以及 k0 = 1
30，L( x1 ) = 150x1，N = 100，则控制器为 u( t) = － 2． 07( z +

151． 32x1 ) ．
仿真过程中，取初值η1( 0) = 0．1，η2( 0) = － 1．4，z( 0) = 0．107． 通过Matlab软件进行仿真，最终可得图

1 ～3所示的状态响应曲线、观测器响应曲线和控制器响应曲线，仿真结果验证了设计方案的有效性．

图 1 系统状态响应曲线
Fig． 1 The response of system states

图 2 观测器状态响应曲线
Fig． 2 The response of observer state

图 3 控制器响应曲线
Fig． 3 The response of control input

4 结语
本文利用 Ｒazumikhin方法，解决了随机时变时滞非线性系统的输出反馈镇定问题，通过选取适当

的观测器和 Lyapunov函数，结合 Backstepping设计技术，最终使得闭环系统的平衡点依概率全局渐近稳
定．如何将本文的设计方法推广至高阶系统，以及如何弱化假设 1 的条件使其推广到更一般的随机系统
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中，是今后的研究工作．
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Ｒazumikhin-type Approach on Output Feedback Control of Second-order
Stochastic Nonlinear Systems with Time-varying Delay

WANG Yan，WANG Tiancheng

( School of Mathematics and Statistic Science，Ludong University，Yantai 264039，China)

Abstract: The problem of output feedback stabilization for a class of second-order stochastic nonlinear systems
with time-varying delay is studied in this paper． Based on the Ｒazumikhin-type approach and the backstepping
design method，an output feedback controller was constructed by designing an effective observer and choosing
suitable Lyapunov functions． It ensures that the equilibrium point of closed-loop system is globally asymptotical-
ly stable in probability． The limitations on the derivative of delay can be completely removed，which is the com-
mon assumption of stochastic nonlinear systems with time-varying delay． By using a simulation example，the ef-
ficiency of the designing scheme was demonstrated．
Keywords: time-varying delay; stochastic nonlinear systems; Ｒazumikhin theorem; output feedback; stabili-
zation ( 责任编辑 顾建忠)


